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| Wat is niet-Euclidische M eetkunde?

Om uit te leggen at nietEuclidische meetkunde, een specifieke tak in de wiskunde, precies
inhoudt is het nodig om eerst te definiéren wat wahEuclidische meetkunde is. Immers is

de Euclidische meetkunde al veel ouder dan deHuetidische meetkunde en kan deze
laatde vorm van meetkunde worden opgevat als een speciale tak van geometrie in
tegenstelling tot de Euclidische, alledaagse meetkunde. Eerst zullen we dan ook een reisje
maken door de geschiedenis van de Euclidische meetkunde met zijn eigenschappen voordat
we onsuberhaupmetnietEuclidische meetkundgaan bezig houdeWervolgens zullen we

de grondleggers en de geschiedenis van dekEnielidische meetkunde bespreken en
bekijken hoe deze interessante vorm van wiskunde nou eigenlijk is ontstaan en wat deze
precies inhoudt.

.1 Euclidische meetkunde

[.1.1 Euclides& zijn werken

Euclidische meetkunde is de meetkunde zoals beschreverEdolides Euclides Grieks:

E u k | &ab/ken Griekse wiskundige die leefde circa 300 voor Christus. Hij was leraar in
Alexandrié waar hij werkte aan het door Ptolemaeus | gestichte museum. Vandaag de dag
wordt hij als een van de grondleggeen de hedendaagse meetkubdschouwd, omdat hij

de eerste was die de meeh rekenkundige kennis van zijn tijd systematiseerdgenien
boeken, de zogenaamédementen (Stoicheia, Grs ¢ o / x Haast deze boeken heeft hij
tevens andere boeken geschreven waaro@qiica (een scriptie die betrekking heeft tot
perspectief),Data, de Verdeling van figureren een monochosihdeling (een wiskundige
theorie). Echter is het voorgaand
beschreen boek, deElementen toch

De 5 regelmatige

veelvlallen: .
) wel te beschouwen als zijn magnum
1. tetragder . ;
2 b opus. In dit boek staat een collectie van
- HEUDUE axiomads, theorie=n,
3 oktagder

bewijzen met betrekking tot
vierkanten, cirkels, scherpe hoeken,
gelijkbenige driehoeken en dergelijke;
er  wordt respctievelijk een

voorstelling gegeven van vlakke
meetkunde (boek -@), rekenkunde

(boek 7#10) en de ruimtemeetkunde
(boek 1113). In het laatste boek, boek
13, construeert hij de vijf bekende
regelmatige  veelvlakken tetraéder,

kubus, &taéder, dodecaéder en

Figuur 1 de vijf regelmatige veelviakien icosgédel(zie nevenstaande figuuen
bewijst ook dat er geen andere bestaan

4. dodecaeder

9 icosagder

Veel van de door hem geformuleerde theorieén in dit boek worden nog steeds dezer dagen
onderwezen aan leerlingen en studenten overal ter wiergltds menselijk heugenis i®th

boek als een standaard gaan gelden en is sinds zijn uitgave een ongekend succes. Echter
behoefte de hedendaagse wiskunde meer preci



daarom gaat de moderne axiomatische behandeling van de meetkunde terug ¢filDevid

in 1899. Zijn gehele werk (als de volgende titel al doet vermoeden) is heruitgeg&eran

omnia door H. Menge en J.L. Heiberg (in acht delen, geschreven 188916 met
aanvullingen van 1899). De eerste druk van Elementenstamt echter al ti1482,
voorafgaand door vele handgeschreven kopieén. Een ander noemenswaardig en amusant
feitie is dat Euclides de alom bekende term bestaande uit de woordmh afat
demonstrandun{g.e.d, Awat bewezen moest wordenodo) voor
(evenals de minder bekendgiod erat faciendum (g.e.f. fiwa't te construer ¢
teneinde van zijn bewijzen bij wijze van slotwoord waren vernoemd en hedendaags worden
gebruikt om aan te geven dat een bewijs beéindigd.ef.@vordt overigens getiikt om aan

te geven dat een wiskundig vraagstuk is opgelost). Dit terzijde, laten we in de volgende
paragraaf verder i ngRlaemempt angd n meester wer Kk

— . _ . L
Figuur 2: Euclides

.1.2 DeElementen de vi jf axiomads, 23 definities e
I n Eucl i deHetmentenavarden wérecheidene basisconcepten van de huidige
wiskunde beschreven. In zijn eerste boek worden 23 definitiesv i j f 2 emwiff o ma 6 s
postulateAiweergegeven. Uit elk van deze Worden zogenaamde propbaigeteid.
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e cerste gedrukte editie uit 1482

FQuur 3: de eerste pagina van Euclid

! Definitie: een nauwkeurige omschrijving van een begrip

2 Axioma: niet bewezen en naar men aanneemt geen bewijs behoevende uitspraak of eigenschap, a priori als
waarheid aangenomen

% postulaat: aan te nemen grondstelling: basisaanname; werkhypothese

* Propositie: stelling



Eucli desd axi omads, ondersteund door voor bee

1. Dingen die gelijk zijn aan hetzelfde zijn ook gelijk aan elkaar.
V.b.: a=c, b=c4 a=b

2. Als je bij gelijke dingen gelijke voegt, dan zijie totalen gelijk
V.b.: a=b

a+c=d
b+tc=e fd=e

3. Als je van gelijke dingen gelijke afneemt, dan zijn de resten gelijk

V.b.: &b

a-c=d

bcce fd=e

4. Dingen die op elkaar passen, zijn gelijk
V.b.:

5. Het geheel is groter dan het deel
V.b.: a,b is en getal a met een fractioneel deedba > Db

In dit boek beschreef hij, zoals bovenstaand vermeld, tevens een aantal definities. Je zou
kunnen zeggen dat deze definities nodig waren om in de wiskunde basisvormen te kunnen
omschrijven; dat betekend darebepaalde definitie een bepaalde omschrijving hoort en we

zo allen over hetzelfde geometrische verschijnsel (met bijbehorende eigenschappen) spreken
als we een voorwerp benoemen. Er zijn 23 definities beschreven in zijn boek, mede
noodzakelijk om een baping te geven aan de postulaten (z.0.z.); enkelen hiervan zijn:

Een punt is, wat geen deel heeft.

Een lijn is een breedteloze lengte.

De uiteinden van een lijnstuk zijn punten.

Een rechte lijn is een lijn die gelijk ligt met de punten erop.

Parallel zijnlijnen die in hetzelfde vlak gelegen zijn en die, wanneer naar weerszijden
tot in het oneindige verlengd, elkaar aan geen van beide zijden snijden.

O O O0OO0Oo

Naast deze axiomabs en definities heeft Euc
opgesteld. De este vier spreken voor zichzelf, echter de laatste staat in schril contrast met

zijn voorgangers. Hierover later meer. Onthoudt dat, volgens Euclides, geen van alle
postulaten kunnen worden bewezen en ook geen bewijs behoeven (net als de eerder
beschrevenxai o ma 6 s ) omdat ze als zodani g worden
leven. Het zijn uitgangspunten waarop de meetkunde (althans, de Euclidische) is gebaseerd.
Vel en dachten hier echter anders over bi|j he



1. Van een punt naaen ander punt kun je een rechte lijn trekken.
Vb L] ] 4 L

2. Je kunt een lijnstuk verlengen tot een rechte lijn.

= = = = ) L >

V.b.:

3. Je kunt een cirkel tekenen met een gegeven straal en middelpunt.

V.b.:

4. Alle rechte hoeken zijn aan elkaar gelijk.

oo _ ‘
a7
V.b.: -

5. Als bij een rechte lijn, die twee rechte lijnen snijdt, de som van de binnenhoeken aan
dezelfde kant, kleiner is dan de som van twee rechte hoeken, dan zullen de twee
rechte lijnen tot in het oneindige verlengd elkaar ontmoeten aan de kant, waar de

hoeken zijn, waaan de som kleiner is dan twee rechte hoeken.

In moderne bewoordingen:

Als twee rechte lijnerk en m gesneden worden door een derde rechtel lipn de
binnenhoeken A en Baan één kant Yaamen minder zijn dan 180°, dan snijtesn
melkaar aan diezele kant van.

-
1 A+B <2 x 90A lijnen k & mzullen, in het oneindig

~ B verlengd, elkaar oognijdenaan de rechterkant vén
m

V.b.:

Postulaten 1 en 3 zijn niks anders dan het standaard fundament van elke geometrische

constructie, tot het midden van de®X¥euw. Men kan beweren dat deze simpelweg zijn
gebaseerd op praktische menselijke ervaringen. Het twestidlaat laat zien dat elke rechte

lijn niet terminaal is en de ruimte ervan onbegrensd is. In zijn tiende definitie beschrijft
Euclides dat een hoek Arechto is als deze

vierde postulaat de homogenite#n het vliak: in welke richtingen en door welke punten twee
| ood!lijnen ook worden getrokken, de hoek
Ook over dit postulaat kan worden beweerd dat het gebaseerd is op alledaagse ervaringen.

Zoals je wellcht hebt vernomen en zoals eerder vermeldt wijkivijiele postulaaenigszins

af van de voorgaande vier: terwijl de eerste twee paren postulaten heldere beschrijvingen zijn

van aannemelijke basisprincipes die geen bewijs behoeven, is de laatste ewlenitgop
deze regel. We gaan op dit postulaat dan ook verder in.

ge

e



1.1.3 Het parallellenpostulaat

Het vijfde postulaat, ook wel hgtarallellenpostulaatgenoemd, trok ook de aandacht van
andere wiskundigen, wat leidde tot verwoedde discussies; indigdit postulaat namelijk
anders kieskrijg je, zoals later zou blijkereen geheel ander soort meetkunde. De Griekse
commentatoProclus Diadochug41071 485 voor Christus) vertelt ons dat het postulaat al
vanaf het begin werd aangevallen. Proclus schreaf @mmentaar op de elementen en
bespreekt hierin een aantal pogingen om het vijfde postulaat uit de eerste vier af te leiden. Hij

bekritiseerde in het bijzonder Ptol emeusd al
vervolgens geeft hipchterzelf ook een incorrecte afleiding! Verder schreef hij over het
befaamde postul aat: ADiIit postulaat | ijkt te
dit omdat het slechts een theorie is...O0.

Ook Euclides zelf had gemengde gevoelens over het patstdia blijkt uit het feit dat hij

niet eerder van dit postulaat gebruik maaktePuatpositie 1. 29 De bewering lijkt immers

ook meer op een propositie dap een werkelijk postulaat. Het vermoeden ontwikkelde zich

dat het vijfde postulaat overbodig @®ordat deze uit de vier voorgaande postulaten af te
leiden zou zijn of te vervangen is door een eenvoudiger postulaat dat tot dezelfde meetkunde
leidt. Er zijn talloze pogingen gedaan om het postulaat te herformuleren, doch leverde dit
geen nieuwe waarhed opmaar slechts verklaringen digken op het postulaat zelf. Enkele

van deze formuleringen zijn:

0 Er bestaat een paar naingruentalriehoeken.

o0 Er bestaat een paar rechte lijnen daeral gelijke afstanden van elkaar heeft.

o Voor elke drie niebp eenlineaire lijn liggende punten bestaat er een doorkruisende
cirkel.

Als drie hoeken van een vierhoek rechte hoeken zijn, is de vierde hoek ook een rechte
hoek.

Als een rechte lijn een van twee parallelle lijnen snijdt, zal hij ook de andere snijden.
Tweerechte lijnen die beiden parallel zijn aan een derde zijn ook parallel aan elkaar.
Twee rechte lijnen die elkaar snijden kunnen niet beiden parallel zijn aan een derde.
Er is geen maximum limiet voor de oppervlakte van een driehoek.

o

© O 0O

Allen zijn slechts ituitieve formuleringen die het originele vijfde postulaat niet hebben
kunnen vervangen, ondanks ze naar zeggen zijn afgeleid uit de vier voorgaande postulaten.

Nu weten we dat het echter onmogelijk is om het vijfde postulaat af te leiden uit de eerste

vier. In een doorbraak in de moeilijkheid met betrekking tot het vijfde postulaat lost de
Engels wiskundigdohn Playfairhet probleem op door het vijfde postulaat te herformuleren,

nadat een dergelijke versie eerder was vermeldt door de eerder beschreles Pexe
formulering die stamt WPlayfairslaXidma dwobekdrd <
beschreven door Playfair in een commentaar dpleimenteh luidt als volgt:

ADoor een gegeven punt buiten een dgmsadnt e | i ]
die |ijn.o
Deze formulering vol gt ui t Euclidesd vijfde

maken van de eerder beschreven definitie van Euclides over parallelle lijnen (zie ook pagina
3):

AParal |l el zi j n | i jelegenreijnen dée, wammeatineweerseijdein tbten v | a k
het oneindige verlengd, elkaar aan geen van beide zijden sidijden.



Met behulp van Playfairdés herformulering ble
die gesneden worden door een andere reghtelkaar (indien oneindig verlengd) zullen

snijden. Het bewijs voor Propositie29, waarbij gebruik wordt gemaakaw dit axioma, zal

verderop worden gegeven. We zullen zien dat dit bewijs een beter inzicht geeft in zowel het
axioma als het parallellpostulaatMaar eerst vragen we ons af waarom de herformulering

van Playfair zoveel betekentn de wi skunde, en waar otmaattEucl! i d
z -ndelangrijke ol speelt in onze wiskunde dat hetamsternatie begrijpelijk maakt. Want,

zoak zal blijken:

I.1.4 De stelling van Pythagoras behoeft het parallellenpostulaat

Dit is een van de theorieén die volgt uit de herformulering hetnparallellenpostulaat, en
laat zien waarom de herformulering zo belangrijk was. We onderscheiden hieaargah
punten. We hebbeten eerste Playfairs axioma, dmodzakelijk is om destelling van
Pythagorage kunnen bewijzen:

1. Door een gegeven punt buiten een rechte lijn gaat precies €én rechte die evenwijdig is
aan die lijn.

En de stelling van Pythagaradie als volgt luidt:

2. In een rechthoekige driehoek geldt dat het kwadraat van de hypotenusa gelijk is aan
de som van de kwadraten van de twee andere zijden.

De bewijzen voorde stelling van Pythagoras hebben eigenschappen waaruit blijkt dat
nummer2,d stelling van Pythagoras, nummer 1, Pl
Immers hebben de drie hoofdvormen van gebruikte bewijzen voor Pythagoras allemaal
elementen waarbij gebruik wordt gemaakt van het axioma. Een van deze bewijzen maakt
gebruik van de theorie dat de oppervlakten van parallellogrammen (of driehoeken) met
gelijke bases en gelijke hoogten gelijk zijn. Een andere maakt gebruik van de theorie van
gelijkheid die op zijn beurt weer gebruik maakt van de proporties van denzijan
gelijkende driehoeken. ¥ér een andere maakt gebruik van de theorie dat de twee scherpe
hoeken van een rechthoekige driehoek complementair zijn. We zullen op deze bewijzen niet
verder ingaan omdat deze niet direct te maken hebben met het besproken onderarerp, ma
we zullen wel in de volgende paragrafen bewijzen waarom de stelling van Pythagoras het
parallellenpostulaat behoeft en waarom we dus kunnen zeggen dat stelling nummer 2 te allen
tijde nummer 1 insluit.

Er zijn er meerdere stellingen en theorieén, wadgorook enkele zeer bekenden, die
uiteindelijk ook het vijfde postulaat nodig hebb&e stelling van Pythagorasordt namelijk

terug geleidt naar het parallellenpostulaaim hun waarheid aan te kunnen tonen. Enkelen
hiervan zijn:

3. In elke driehoek zijn dsom van de hoeken gelijk aan de som van twee rechte hoeken.
[ I

I

| LA+ LB+.C = 2x90° (=180°)

I

]

A B |

V.b.:



4. In een driehoek is elke externe hoek gelijk aan de som van de hoeken van de twee
overstaande interne hoeken.

C
LA+LC =LD

& E~D

5. Als twee parallellen worden gesneden door een transversaal, zijvedgtaande
interne hoeken gelijkevenals de corresponderende externe hoeké&o¢Ken).

A

Dho
LA={C;LB=LD
&4 B

\

Om een voorbeeld te geven, zullen we in de volgende paragraaf onder meer nummer 3
bespreken. Want ook de wiskundigeM. Legendréd17531 1833), die meer dan 40gaaan

het bewijzen van het vijfde postulaat besteedde (maar faalde), begreep dat er stellingen waren
die direct het parallellenpostulaat behoefden om bewezen te kunnen worden.

1.1.5 De stellingen van Legendre

De stellingen van Legendre zijn stellingere ddigenschijnlijk niet zo algemeen, hoewel
voorzichtiger en zwakker geformuleerd zijn dan de bovenstaande stellingen. Deze stellingen
die volgens Legendre het parallellenpostulaat zowel indirect als direct behoeven omdat
meerderen elkander nodig hebben émdls volgt:

6. Er bestaat een driehoek wiens drie hoeken de som is van twee rechte hoeken

7. Er bestaat een gelijkbenige rechthoekige driehoek wiens drie hoeken de som is van
twee rechte hoeken

8. Er bestaat een willekeurig grote gelijkbenige rechthoekige drleinaens hoeken de
som is van twee rechte hoeken

9. De som van de hoeken van elke driehoek is gelijk aan de som van twee rechte hoeken.

Legendre beweert vervolgens dat:
o Stelling 6 behoetft stelling 7
o Stelling 7 behoeft stelling 8
o Stelling 8 behoetft stelling 9
o Stelling 9 behoeft stelling 1

Als additionele bewering, om te bewijzen dat de stelling van Pythagoras (hnummer 2, zie
vorige paragraaf) ook het parallellenpostulaat nodigt heeft, voegen we toe dat:
o Stelling 2 behoeft stelling 8

Bij het bewijzen van dezieeweringen kunnen we alleen gebruik maken van de stellingen die
op geen enkele wijze verbonden zijn met het parallellenpostulaat, om te laten zien dat we
uiteindelijk toch echt wel deze stelling nodig hebben om het gehele bewijs compleet te



kunnen maken. kel en alleen mogen we bekende hoeken en segmenten kopiéren, de
congruente driehoek stellingen toepassen en de buitenstaande hoekstelling gebruiken.

1.1.6 2 behoeft 8

Om te laten zien dat onze additionele bewering klopt, moeten we het volgende aantonen:

AAl s, in elke rechthoekige driehoek, het kwa
het kwadraat van de twee andere zijden, dan bestaat er een willekeurige grote gelijkbenige
rechthoekige driehoek wiens drie hoeken gelijk zijn aan twee rechteehoe. 0

Laten we er een ietwat sterkere stelling van maken door de vorige stelling te herformuleren.

Gegeven:
Een driehoek ABC met een rechte hoek A en zijden a, b en c.

Te bewijzen:
AAl s, in el ke rechthoekige dr ijkedaanedksomwaat Kk wa

het kwadraat van de twee andere zijden, dan is de som van de drie hoeken in elke
rechthoekige driehoek gelijk aan twee rechte hoeken

Bewijs:
1. Teken de hoogtelijn h vanuit A
loodrecht op BC en noem het pul
D, zo dat.ADC=LADB en beide o
rechte hoeken zijn. Benoer a
vervolgens CD=x en BD=y.

C

2. Nu zijn ADC, BDA en BAC ¥
rechthoekige driehoeken en kunne
we de stelling van Pythagoras dr
keer toepassen:

b2 + c2 = a2
X2 + h2 = p2
h2 + y2 = ¢2 é 3
3. a2:X2+h2+h2+y2:X2+2h2+y2 X2+2h2+y2:X2+y2+2xy
a2 = (x +y) 2= x2+y2 + 2xy (rechte lijif) 2h?=2xy

4. 2hz = 2xy
hz=h - h=xy
h/x = y/h

5. Laten we deze ratio, h/x = y/h, benoemen met de letter k:
h/x = y/h = kA h =kx; y = kh erdus:

h? = (kx)?
y? = (kh)?

02 = h2 + y2 (zie 2} 2 = (kx)2 + (kh)2 = k(x2+h?)

6. 2= k3(x2+h?) c2 = k2b2
b2=x2+h?(zie2f .- yp

c/b=k=h/x=ylh



7. Op dezelfde weze kunnen we aatonen dat c/a = h/b = y/c.
Dus staan de corresponderende zijden van de twee kleine driehoeken in verhouding
met elkaar, net als de corresponderende zijden van de originele driehoek en de zijden
van de kleine driehoeken zelf.

Het is nu verleidelijk om teoncluderen dat, omdat de corresponderende zijden van
de driehoeken in verhouding staan, de corresponderende hoeken gelijk zijn. Deze
gedachte is echter een gevolg van het parallellenpostulaat en geld niet in het
algemeen. Echter, in het speciale geval gangelijkbenigerechthoekige driehoek,
kunnen we als volgt verder redeneren (zie onderstaande figuur):

D

c Omdat b = ¢, en omdat b/c = x/h (zie 6), betekent
dat x = h; eveneens betekent dat h =y.

b Dus zijn de driehoeken CDA en BDA eveneens
¥ gelijkbenige driehoeken, en zijn hun basishoeken
DCA, CAD, DBA enBAD allemaal gelijk aan
A E B elkaar (ZZZ congruentiekenmerken). Omdat
BDA en CDA rechte hoeken zijn, kunnen we
concluderen dat driehoek CDA en BDA gelijke hoeken hebben, net als driehoek
BAC.

Maar je weet ook dat hoek BAD en CAD opgeteld ook een rechte hoek zijn, en wel
hoek BAC. Daarom zijn de gelijke hoeken ABD en ACD ook gezamenlijk een rechte
hoek (ABD=ACD = BAD = CADA BAD + CAD = BAC = ABD + ACD), en zijn de
hoeken van de originele driehoek ABCgeeld twee rechte hoeken (=180°)!

I.1.7 Theorie over de stellingen van Legendre

Nu hebben we laten zien dat de stelling van Pythagoras de eigenschap van een hoekensom
gelijkend aan 180° in een gelijkbenige driehoek behoeft. Maar, om uiteindelijk bij het
parallellenpostulaat uit te kunnen komen door te laten zien dat die stelling op zijn beurt weer
een andere stelling behoeft enzovoort, moeten we ook nog de andere stellingen van Legendre
bewijzen. Echter voordat we dit doen, zullen we eerst wat van agrithmoeten bespreken
alvorens we in staat zijn dit te doen. Deze theorieén van Legendre zijn weergegeven in
zogenaamdd_.emmata (enkelvoud: Lemma), die in de komende drie paragrafen en een
volgende zullen worden besproken.

.1.8 Lemmal

filn eenidrideheekh van twee hoeken minder dan

In eenss ABC, beschouw de som van de hoeken C/ E
en ABC. Beschouw de buitenstaande hoek D;
tegengesteld aan CAB. De som van de hoeken DAE
CAB zijn twee rechte hoeken, omdat ze sareen
gestrekte hoek vormen. De buitenstaande hoekste\p

® Lemma:voorlopige hulpstelling

1C



stelt dat hoek ABC, tegengesteld aan de hoek CAB, minder is dan hoek DAB. Daarom is de
som van de twee interne hoeken CAB en ABC minder dan twee rechte hoeken.

[.L1.9 Lemma 2
Al n el ke dsamevhnode ldrie ihaekerd rminder dan of gelijk aan twee rechte
hoeken. 0O

= In & ABC, beschouw dat de som van de drie
hoeken ABC, BCA en CAB de som van twee
rechte hoeken overschrijdt met een aartal
Beschouw da/. A B C £ BCA, en dat AD een
bissectrice isitiZ CAB is die CB in D snijdt.

B Verleng AD tot E zo, dat AD = DE. Dat

A betekend da’s CAD =& BED A £ ACD =

{EBD en!{ CAD = { BED (immers: zandloperfiguur met HZH en ZHH congruentie
kenmerken). Daarom is de som van de drie hoekervABC de som van ddrie hoeken
vanss ABE.

Omdatt ABC LBCA, AC O AB en UEAB /(@B MaatiBAC Du s
{EAB +{ DAC =/ EAB +{ AEB. Daaruit volgt dai E AB ) CAB. Daarom hebben we

dus een driehoek, ABE, wiens drie hoeken opgeteld hetzelfde zijn als onze ok,

maar waarvaeen hoek tenminste de helft van een van de hoeken in de originele driehoek is.

Dit proces kan zovaak nodig worden herhaald, totdat we een driehoek krijgen wiens hoeken
minder zijn dana, het teveel aan de som van de hoeken van de originele driehoek ten
opzichte van twee rechte hoeken, en wiens totale hoeksom gelijk is aan die van de originele
driehoek. Maar dat betekend dat de som van de twee overgebleven hoeken meer moet zijn
dan twee rechte hoeken, wat in tegenspraak is met Lemma 1.

Dat betekent dat d@om van de hoeken van de originele driehoek niet meer kan zijn dan twee
rechte hoeken.

[.L1.10 Lemma 3

AAls de hoekensom van een driehoek gelijk
vervolgens wordt getrokken van een hoekpunt naar de andéeezpijdat de driehoek in twee
kleinere driehoeken wordt verdeeld, dan is de som van elk van deze twee driehoeken ook
gelijk aan twee rechte hoeken. o

Laten we de hoeken van de eerste kleine driehoek gezamenli
noemen, en deze van de tweede S2. Dakbket dat de hoeker
van de originele driehoek opgeteld S1+S2 min twee rechte ho
zijn. Als S1 minder is dan twee rechte hoeken, dan moet S2 g
zijn dan twee rechte hoeken om ervoor te zorgen dat de son
de originele driehoek gelijk blijft aan twerechte hoeken. Maa.
dit zou echter in tegenspraak zijn met Lemma 2.
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1.1.11 6 behoeft 7

Terug naar de stellingen van Legendre; nummer 6 behoeft 7:

AAl s er een driehoek bestaat wiens hoeksom ¢
bestaat er eergelijkbenige rechthoekige driehoek wiens hoeken gelijk zijn aan twee
gelijkbenige rechthoekige driehoeken. 0

Stel dat in®s ABC, wiens hoeksom de som is van twee

rechte hoeken, zijde BC de kortste is. Kies E op AB zo,

dat EB = BC. Teken CE; dan is volgehemma 3 de

som van® BCE gelijk aan twee rechte hoeken. Teken

zwaartelijn BD. Dan i<*BDE rechthoekig, en is zijn

hoeksom gelijk aan de som van twee rechte hoeken. Als

N = 5 DEO DB, kies F op DBADPEE dat D
een rechthoekige gelijkbenige driehoek wiens hoeken

gelijk is aan de som van twee rechte hoeken. Als DE > DB, kies F zo op DE dat DF = DB,;

dan is®s DFB wederom gelijk aan wat werd gevraagd.

[.1.12 7 behoeft8

AAls er een gelijkbenige rechthoekige drieh
twee rechte hoeken zijn, dan bestaat er een willekeurig grote gelijkbenige rechthoekige
driehoek wiens hoeken gelijk zijn aan de som

Wannee je twee dezelfde driehoeken van de gelijkbenige rechthoekige driehoek waarvan de
som gelijk is aan twee rechte hoeken tegen elkaar plaatst, hypotenusa tegen hypotenusa, krijg
je een vierhoek met vier gelijke zijden en vier gelijke hoeken. Als je vier 2udke
vierkanten tegen elkaar zet krijg je een vierkant wiens zijden twee keer zo groot zijn. Als je
dit proces zo vaak herhaald als nodig is, krijg je een vierkant wiens zijden oneindig groot
kunnen zijn. Elke diagonaal die je vervolgens trekt verdeéeltierkant in twee gelijkbenige
rechthoekige driehoeken wiens hoeksom de som is van twee rechte hoeken, zoals gevraagd.

1.1.13 8 behoeft 9
AAls de hoeken van een willekeurig grote gel
zijn aan de som van t@eaechte hoeken, dan zijn de hoekensommen van elke rechthoekige
driehoek gelijk aan de som van twee rechte hoeken.

E

We hebben een rechthoekiZeABC, met een rechte hoek C. D
benen kunnen worden doorgetrokken naar respectievelijk D ¢
zo, dat® DCE e gelijkbenige rechthoekige driehoek is wiel
drie hoeken opgeteld gelijk zijn aan de som van twee re:
hoeken. Dan kunnen we Lemma 3 toepassen om te concluc
dat de hoeksom va’ EAC gelijk is aan twee rechte hoeken,
kunnen we opnieuw het Lemmeaefmassen om te concluderen ¢
de hoeksom va/s ABC tevens gelijk is aan twee rechte hoeken. [l 4

[.1.14 Gevolgtrekking

Als elke van de stellingen 6, 7, 8 of 9 tot stand blijven, betekent het dat de som van elke
gegeven driehoek gelijk is aan de som van twehteehoeken. De stellingen behoeven
immers allemaal elkaar want elke driehoek kan worden verdeeld op de manier zoals
beschreven in Lemma 3 in twee rechthoekige driehoeken.
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[.1.15 Lemma 4
A Gegeven een | ijn en een [aenlgravwwildeh ggirokkeh ni et
door dat punt die de lijn zo doorsnijdt dat de gevormde hoek minder is dan elke eerder

toegewezen hoek. 0

Teken de loodlijn PQ van het P

punt P tot de lijn; kies R zo op de

lijn dat PQ = QR. Teken PR, en

kies S zo op de lijn (met R tsisn

Q en S) dat PR = RS. Dan, omdat

£ QRP plus. PRS gelijk zijn aan , o

twee rechte hoeken (gestrekte C R S

hoek), maar (volgens Lemma 2)

de som van de hoeken PRS, RPS en RSP tenminste twee rechte hoeken zijn, volgt hieruit dat
de som van de hoeken RPS en RSP®mz mi nst zHOHPRQ.rOmda’ RRSseena | s
gelijkbenige driehoek is, zijn de hoeken RPS en RSP gelijk, en daarom elke tenminste zo
groot is als ¥ PRQ.

Door dit proces zo vaak te herhalen als nodig is, verkrijgen we een hoek minder dan elke
eerder begewezen grootte.

1.1.16 9 behoeft 1

AAls de drie hoeken van el ke driehoek opget
hoeken, dan kan, door een gegeven punt slechts een lijn worden getrokken parallel aan een
gegeven |lijn.o

'''''

Teken de loodlijn PQ an het punt P naar de gegeven lijn . Construeer de lijn r door P,
loodrecht op PQ. Dan is r een parallel van (en betekent het dat deze niet snijdt met) lijn |,
want een driehoek met twee rechte hoeken zou Lemma 1 weerleggen. Stel je voor dat er een
anderdijn s is door P parallel met lijn I. Omdat lijn s anders is dan lijn r, kunnen we een punt

T op s zo kiezen dat hoek TPQ minder is dan een rechte hoek. We duiden het verschil met
een rechte hoek aan neet

F r W

o

Q | —

Gebruik nu Lemma 4 om een lijn door P te ¢ameren die | snijdt in een punt U, zo dat hoek
PUQ minder is daa. Benoem een punt V op r aan dezelfde kant van PQ als U.
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Nu, omdat. PQU recht is, zijn de sommen van de hoekenZvy&QU gelijk aan de som van
twee rechte hoeken, en de sommen van dedm&UJP en QPU ook een enkele rechte hoek
vormen. Maai- QPV, de som van de hoeken QPU en UPV is ook recht. Daaruit volgt dat de
hoeken QUP en UPV gelijk zijn. Dit betekent dat hoek UPV minder isad@mdat. TPV

gelijk is aana, moet het lijnstuk PT in déoek vani QPU liggen, en moet daarom
noodzakelijk lijn | snijden (ergens tussen Q en U). Dit weerlegt de veronderstelling dat lijn s
parallel is aan lijn I, en kunnen we concluderen dat de parallelle lijn r door P uniek is.

Uiteindelijk kunnen we door & bovenstaande bewijzen concluderen dat de stelling van
Pythagoras het parallellenpostulaat behoefd!

1.1.17 Het bewijs voor Propositie 1.29

Zoals eerder vermeldt, was de eerste propositie waarbij Euclides van zijn parallellenpostulaat
gebruik maakte, Pragsitie 1.29. Om de essentie van deze propositie weer te geven en om het
parallellenpostulaat beter te doen begrijpen, zullen wij hier Propositie 1.29 bewijzen.

Te bewijzen
AEen r ¢n), hdieeparalldlile rechten (parallellerechte lijnen) treft, maak de

verwisselende binnenhoeken aan elkaar gelijk en den buitenhoek gelijk aan den afgelegen
bi nnenhoek en de binnenhoeken aan den zel fde

Een visualisatie van wat te bewijzesm een beter
¢ beeld te krijgen
*N1 de twe= rechte en parallelle lijnen | en m worden
J&'S

beiden gesneden door een andere rechte lijn k. De
snijpunten met de lijnen zijn A en B. Vervolgens

B wordt gezegden moet bewezen wordedat (0.a.)
441 de hoeken Aen B, gelijk zijn, hoek A gelijk is aan
m 3% hoek B en elke bnnenhoekeraan dezelfde zijde

samen (bijvoorbeeld Aen B,) twee rechte hoeken
opgeteld zijn (180°).

Bewijs:
Stel: hoek A en B zijn ongelijk aan elkaaAsl B). Dan moet

een van deze tweeel groter zijn laat dat, in ons voorbeeld, hoek

A3 zijn (A3>B,). Vervolgens tellen we bij beide hoeken, zowel bij
hoek Ag als bij B, dus, de hoek Aop.Dan is (A + Az) dus groter

dan (B + A2) ((AstA2) > (Br + A2)). Maa verder weten we ook

dat de hoeken Aen A, samen gelijk zijn aatwee rechte hoeken
(As+A,=180°9.Di't werd overigens ook bewezen in EL
Propositie .13 nevenhoekermmaarspreekt ook voor zicbhmdat

Az en A beiden aan dezelfde kant van lijiggen en elk punt op

een rechte lijn (dus ook punt A) uiteraard een hoek heeft van
180°). Dit betekent dan tevens dat h@ak + B;) kleiner is dan

180° ((A, + By) < 1809.

Verder stelt het parallellenpostulaat dat twee rechte parallelle
lijnen, tot n het oneindige verlengd, elkaar nooit zullen snijden

dat betekent dus ook dat de binnenhoeken aan dezelfde kant van
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de lijn die de parallellen snijdt samen 180° moeten zijn. Echter
hebben we net gezegd dat,(A B;) < 180°. Dan betekent dat de
liinen | en m elkaar, wanneer tot in het oneindigelengd, elkaar
moeten snijden. Echter doen ze dit niet, omdat dit in tegenspraak
is met het gegeven dat de lijnen | en m parallel zijn en deze dus
volgens het vijfde postulaat elkaar nooit zullen snijden.

Hieruit volgt dat hoek Aniet ongelijk is aan hoek;B ze zijn dus
gelijk aan elkaar (A= By).

Nu kunnen we als volgt verder redeneren: hoek A A;
(nevenstaande hoeken, Propositie 1.15). Omdat hgek By, ook

A1 = B; (ook: F-hoeken). Tel wederom hodd bij beiden op dan

is (A2 + B1) = (A2 + Ay). Wederom gebruik makend van Propositie
.13 kunnen we nu stellen dat, omdat,(A A;) = 180°
(nevenhoeken), zijn tevens de twee binnenhoeken aan dezelfde
zijde van de rechte lijn (A+ B;) ook gelijk aan tweeaechte
hoeken (180°)!

Q.E.D.

.1.18 Uit Pl ayfairdés axioma volgt het paralleld!l
Om te laten zien dat Playfair het bij het rechte eind had met zijn herformulering van het
postulaat, gaan we bewijzen wat de titel van deze paragraaf al beschrijft.

Gegeven:
Zie nevenstaande figuur. Gegevein

de rechte lijnen | en m en een
willekeurig punt A op m Op m vanuit
punt A is lijn AB getrokken: transversas
n. De gegeven hoeken Al en B2 mak
samen een hoek kleiner dan twee rec!
hoeken. =

Te bewijzen
Uit Playfairdéds axioma volgt het parallellenp

en B2.

Bewijs:
Trek lijn k door A die een hoek maakt met n waarbij hoek A1 + A4 = B1. Dan zijn de lijnen

k en | volgens Propositie .27 parallel. Omdat lim v ol gens Pl ayfairbs &
parallel is aan lijn | (er kan volgens het axioma immers maar €én rechte lijn door een punt
worden getrokken parallel aan een andere lijn, en fijm¥) , moet | ijn m |Iijn
van de richtingen wanneer tot in het oneindige verlengd.

Omdat m en | elkaar zullen snijden, zal er een driehoek ontstaan met transversaal n. Echter
zijn in elke driehoek twee hoeken opgeteld samen telkens kleinetwdg rechte hoeken.
Daarom zijn de hoeken Al en B2 de hoeken van de driehoek en niet de hoeken A2 en B1,
omdat Al en B2 samen kleiner zijn dan twee rechte hoeken (gevolg van Propositie 1.13
overstaande hoeken).
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Dus zullen de lijnen m en | elkaar sr@jdaan de kant van A2 en B2, oftewel aan de kant van
liin n waar de hoeken kleiner zijn dan twee rechte hoeken, zoals het parallellenpostulaat stelt.

Q.E.D.

.2 Een aanloop naar en @ grondleggers van de
niet-Euclidische meetkunde

[.2.1 John Wallis (16167 1703)

In tegenstelling tot veel van zijn voorgangers, waaronder de eerder genoemde, Proclus
probeerde in de zeventiende eeuw de uit Engeland afkomstige wiskundige John Wallis niet

het parallellenpostulaat uit de eerste vier postulaten af te leidear, im plaats daarvan
probeerde hij een postulaat aan te nemen dat volgens hem waarschijnlijker is dan het
parallell enpostul aat . Zijn uiteindelijke nie
Wallis en is equivalent aan het vijfde postulaat. ViEgens probeerde hij uit de eerste vier
postulaten en dit nieuwe postulaat het parallellenpostulaat af te |eaten. we het axioma
bestuderen en een bewijs geven.

[.2.2 Het axioma van Wallis

Het axioma luidt als volgt:

fiBij een gegeven (willekeurigeyiehoek ABC en een gegeven lijnstuk DE bestaat een
driehoek DEF (waarvan dus DE een zijde is) die gelijkvormig is met driehoelo ABC.

F

(1(

GO

'“~. i T I
A = D E

Gegeven
Een lijn | en een punt A niet op die lijn

Te bewijzen:
k is de enige lijn door A evenwijdig aan |

Bewijs:

Teken een loodlijn AB op | te en vervolgens wederom een loodlijn k loodrecht op AB. Teken
een andere lijn m door P.

Toon nu aan dat lijn m lijn | zal snijden.
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m ligt tussen lijn k en AB in voor elk punt C op dit lijnstuk m kunnen we een loodlijn CD
trekken van die lijn m naar lijnstuk AB. (Merk op, dat we kunnen aantonen dat CD uniek is).

Vervolgens kunnen we het axioma van Wallis toepasseXAdpC en lijnstuk AB. Hieruit
volgt dat er een purii is zodat ADC &/ ABE.

Stel dat E aan dezelfde kant ligt van AB als C. Dan is, door de gelijkvormigheid van de
driehoeken.EAB = /CAD. Omdat beide hoeken lijnstuk AB als been hebben en E aan
dezelfde kant van AB ligt als C, moet E wel op hjrliggen.

Daaruitvolgt dat ook ABE =LADC, enis {ABE een rechte hoek.

Doordat{ ABE een rechte hoek is, en tevens omdat E op lijn m ligt, kun je concluderen dat E
dan ook op lijn | ligten dus dat de lijnehen m snijden elkaar in Etat betekent dat lijn k de
enige lijn is de A snijdt endie evenwijdig is aan lijn I!

Het bovenstaande bewijs is, hoewel correct, niet gelijk aannemelijker dan het
parallell enpostul aat ; het is slechts equival
positie van het originele paralletipostulaat kunnen innemen.

[.2.3 Giovanni Gerolamo Saccheri(16671 1733)

Saccheri, een Italiaanse theoloog, filosoof en wiskundige, heeft enkele opmerkenswaardige
werken gepubliceerd met betrekking tot het parallellenpostulaat. Giovanni Saccheri was lid
van de orde van de Jezuieten, en was tijdens zijn sfilosefie en theologie aan het
Jezuietencollegdoor Tommaso Cevaeinteresseerd geraakt in de wiskunde. Na zijn studie
en priesterwijding heeft hij als doceamtjn initi€éle studiekeuze®nderwezenop diverse
Jezuietencolleges door Itali@aarwerd in 1699 ook hoogleraar in de wiskunde.

Hij schreef verscheidene werken met betrekking tot de wiskunde, waarQnuaessita
geometrica(i.s.m. Tomasso Ceva)pgica Demonstrativgover logica, geschreven de stijl

v an E uEdmentepesNeostatica(over statica).

Verder schreef hij in het jaar van zijn overlijden, wat als zijn meesterwerk wordt beschouwd,
een boek met de titeEuclides ab Omni Naevo VindicatyéEuclides van elke blaam
gezuiverd). In dit boek sbeghij een nieuwe weg invergekkenmet dewiskundigen die hem
voorgingen betreffende de afleiding van het vijfde postulaat uit de eerste vier. Hij maakte
gebruik van eezogenaamdeductio ad absurdurfbewijs uit het ongerijmdeeen méode
waarmee enkele van de voorgaande stellingen al mee zijn bewezen. Saccheri gaat als volgt te
werk: in tegenstelling het vijfde postulaat trachten af te leiderhet bestaan van een
dergelijke propositie of een dergelijk postulaa¢ erkennen, verwerg hij het
parallellenpostulaat en maakt slechts gebwaik de eerste vier postulaten alsmddeserste
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28 proposities. Vervolgens onderzadhj de gevolgtrekkingen ervann de hoop zo op
onmogelijkheden te stuite®it werk wordt, hoewel hij het zelfiet zo ziet, beschouwt als de
eerste publicatie over ni&uclidische wiskundesn krijgt veel aandacht van de andere
wiskundigen van zijn tijd, wiens interesse voor het parallellenpostulaat ten tijde erg groot
was.

EUCLIDES

AB OMNI NEVO VINDICATUS:
SIVE

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR
Prima iph ubiverfz Geometriz Pringipia.

AUCTORE Figuur 4: Titelpaginavan
HIERONYMO SACCHERIO Euclides atOmniNaevo
SOCIETATIS JESU Vindicatus
Ta Ticinenfi Univerficate Matheleos Prokeore.

OPUSCULUM

EX.* SENATUI
MEDIOLANENSI

Ab Avftere Dicaum.

MEDIOLANIL, MDCCXXXIIL
Ex Typogeaphis Pauli Antocii Mootari.  Seprrierem permiff'

Intuitief en door zijn overtuigingan het bestaan van parallellenpostulaat en het geloof in
Euclidische meetkunde, besluit hij uiteindelijk zijn resultaten te verwerpen als ongerijmd en
is er daardoor van overtuigt het parallellenpostulaat te hebben bewezen.

Enkelen denken echter dat Slaed wel degelijk het bestaan van een 4hatlidische
meetkunde heeft ingezien, gezien de voortreffelijkheid van zijn laatste schrijven, maar deze
niet durfde te publiceren uit angst voor eventuele vervolging.

[.2.4 De vierhoek van Saccheri
Saccheri konbij zijn bewijzen alleen gebruik
D C maken van de eerste vier postulaieom de
gevolgen van deze meetkunde te bestuderen,
probeerde hij tevens een aantal
1 1 veronderstellingen deels nogmaals te bewijzen
die normalitair enkel en alleen met behulp van
het parakllenpostulaat konden worden
bewezen. Hij bestudeerde onder andere

A = vierhoeken waarvan de basishoeken rechte

hoeken zijn en de opstaande zijden gelijk, zoals

de bovenstaande vierhoéldeze vierhoeken worden ook wel Saccheri vierhoeken genoemd.
Welnu, in de bovenstaande balk kan men niet bewijzen zonder hulp van het
parallellenpostulaat dat, omdat zowel hoek A en B rechte hoeken zijn, ook de hoeken C en D
rechte hoeken zijn. Echter, het is wel mogelijk om te bewijzeondergebruik te maken van
het vijfde postulaati dat de hoeken C en D gelijk aan elkaar zijet bewijs is niet erg
moeilijk en gaat als volgt:
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{ DAB ={ABC (gegevenrechte hoekerpostulaat I\
AD = BC (gegeven) } & ABD 2= &4 BAC (ZZR)
AB = AB

AABD 2= ABACA AC=BD
AD = BD (gegevepd £ CAD 2 & DBC (ZZZ) A LADC ={BCD
CD=CD ID=i{C

1.2.5 DeVierhoek van Saccheri & het parallellenpostulaat

Het is natuurlijk een stap in de goede richting nu we hebben bewezen dat de hoeken C en D
gelijk zijn, maar pas als we hebben bewezen dat dkemC en D beide ook rechte hoeken

zijn kunnen we pas iets zeggen over de noodzakelijkheid van het parallellenpostulaat.

Waarom dit zo is zullen we later bekijken. Op dit moment bestaan er drie hypothesen over de
hoeken C en D:

1. Hoeken C en D zijn rechteoeken
2. Hoeken C en D zijn stompe hoeken
3. Hoeken C en D zijn scherpe hoeken

Geheel volgens Saccheri gaan we verder, en zullen allegb&ewanuit het ongerijmde met
behulp van enkel de eerste vier postulaten en de meetkunde die daaruit welgtemen
hypothesen twee en drie aan, en kijken of er een tegenspraak ontstaat. Als dit in beide daar tot
toe leidt, zullen we kunnen concluderen dat hypothese één bevestigd is.

Immers, vervolgend op de eerste alinea, beweert Saccheri dat uit de hypothese viate de rec
hoek het parallellenpostulaat is af te leiden. Zoals we eerder hebben gezien kunnen we dit
doen door te laten zien dat de hoeken van de driehoek samen 180tamrers behoefde

deze stelling het parallellenpostulaat (zie 1.1.16).

Een volgende bewijkan worden gegeven (zie onderstaande figuur):

Gegeven: C
Vierhoek ABEF met de rechte hoeken E «
F. H is het midden van AC en G het middt 1

van BC. Loodrecht op EF door C is lijnstu
CD, met D op EF. E, F en D zin d
voetpunten van de loodlijnen vanu
respectievelijk B, A en C.

Te bewijzen: H
De hoekensom vatABC is gelijk aan 180° Fp 2

Bewijs:
{H1 ={H2 (Propositie .13

i overstaande hoeken) AFHA 22 ADHC
LF =D (Postulaat IV) (ZHH)
AH = CH (gegeven) 5 2
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Op eenzelfde manier kan worden bewezen da*#&B == ADGC (ZHH):

£G1 =L G2 (Propositie 1.13 overstaande hoekep)
LE ={D (Postulaat IV)
BG = GC (gegeven) HEGB 22 ADGC (ZHH)

AFHA = ADHC A AF = CD
HEGBz= ADGCA BE = CDS AF = BE

Omdat E en F op dezelfde lijn EF rechte hoeken zijn en omdat AF en BE (loanpe€lein
E) gelijk zijn, is viehoek ABEF iseen vierhoek van Saccheri.

Verder geldt dat de hoekensddrwvan® ABC =LAl +/B1 +.LC1 +.C2 Dan kunnen we
verder redeneren:

Omdat we net hebben gezegd A&HA = ADHC A {A2 =i{C1
en AEGBz= ADGCA LB2 =LC2 S=LAl +{B1 +LA2
S={A1+i/B1+{C1+{C2 +LB2

S={A1+/{B1+{Cl+{C2=S=A12 +/{B12
Omdat’A =B = 90°(LF eniE waren immers voetpunten vanldedlijnen (A L loodlijn =
909 vanuit’A en{B),isS =LA + /B = 180°!

Q.E.D.

1.2.6 DeVierhoek van Saccheri & de stellingen van Legendre

Herinner g je nog Lemma 2 van Legendre (zie 1.1.19)? Deze stelling beweerde dat de
hoekensom van een driehoek groter of gelijk is aan 180°, zonder hierbij gebruik te maken van
het parallellenpostulaat. Herlees eventueel het lemma om wederom een beter inzicht in de
zaak te krijgen. Er werd uiteindelijk bewezen dat eekeredriechoek ABCeen gelijke
hoekensom heeft atte hoekensom vagen anderdriehoek ABE, en waarvan tenminste één
hoek de helft vaeen varde hoeknin de originele driehoeRBC is.

Ook werd gezgd dat deze stap zovaak kon worden herhaald als mogelijk; Hiezbgnwe

een nieuwe driehoek met dezelfde hoekensom 180° + a, maar waarin één hoek ten hoogste a°®
is. Dat betekent dan dat de som van de twee andere hoeken gelijk of groter is d&m 180°.
dat leidt tot een tegenspraak met de stelling die zegt dat de som van twee willekeurige hoeken
in een driehoek kleiner is dan 18@n wel lemma 1Hierbij is, zoals eerder vermeldt,
bewezen dat de som van twee willekeurige hoeken in een driehoek kéailaer 180°.

Van deze stelling heeft Saccheri dus op een dergelijk manier gebruik kunnen maken dat de
hypothese van een stompe hoek tot een tegenspraak leidt.

Ook denkt Saccheri, zonder gebruik te maken van het parallellenpostulaat, uiteindelijk te
hebbenbewezen dat tevens de hypothese van een scherpe hoek tot een tegenspiiaak leidt
echter blijkt dit bewijs niegeheel te klopperHij trekt een verkeerde conclusie, door zijn
grote overtuiging van de waarheid van het parallellenpostulaat
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1.2.7 JeanFrancois Moufot (17847 1842)

Jean Moufot, een Fransman geboren in Norn@ndieeft ook bijgedragen aan de
hedendaagse wiskundeder anderemet enkele stellingen hedendaags bekend onder de
stellingen van MoufotBetreffende de nieEuclidische meetkundwas zijn aandeel echter
klein, medeomdat hij zijnvindingenbetreffende deze meetkunde nooit heeft gepubliceerd.
Dat is dan ook @ reden dat hij nauwelijks genoemd wordt in de reeks van grondleggers
deze meetkunde.

Moufot was eererg filosofisch igestelde wiskundige, die zijn studig
aan de Ecole Polytechnique voortijdig afbrak om zich geheel in
filosofie te verdiepen. Hij hield van simplicitattede doordat higrg
beinvioedwas door het werk van Rene Descartes (1596650), de
filosoof dieonder meer bekend is van zijn wereldwijd beroe
uitspraakCogito ergo sun{fii | k d e n k 0)dQok was koufbte
mede vanwege zijn simplistisch ingestelde denkwijze, al vanaf jd
leeftijd gefascineerd door de eerste vier eenvoudige postulate
Euclides waarop de gehele wiskunde is gebaseerd. In navolging
Euclides publiceerde hij tevens een tweetal eenvoudige stellingen (deFiguur 5:
stellingen van Moufgt waarbij we even stil zullen staan maar nietjegn Moufot
verder zullen uitlichten omdat dezgeen betrekking hebén op het

onderwerp emok niet vanbelang zijn.

De eerste stelling vad oufot luidt als volgt

Gegeven: H
Een willekeurige driehoek, met een vierkant daaromheen.

Stelling: 1 -
Alle zijden van het vierkant zijn even lang, ongeacht de afmetingen

van de driehek.

Zijn tweede stelling: t

Gegeven:
Een willekeurige cirkel met daaromheen een

willekeurig vierkant en een hoelb met de
horizontaal en dit vierkant

Stelling:
Het middelpunt van de cirkel ligt binnen het

vierkant.

Hij voegde hier graag aan toe dat degsling
juist was ongeacht de vorm van de cirkel of de
grootte van hoebk .

y &

Deze stellingen lijken heel erg logisch, maar als iemand dat als respons bij het zien van de
stellingen zou verklaren in de aanweati gheid
denk j e maar é0., biDnader ilmienfmwer® ookl gegelansde wereld van
Descarteslie met zijn bovenstaand geciteeldegito ergo suntevens impliceerde dat men

aan alles kan twijfelen behalve de twijfel zelf (omdat dit een denkactig}ei
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Zijn passie voor simpliciteit leidde dan ook tot twijffel bij het zien van het
parallellenpostulaat, en vermoedde dan ook, net als andere grote groepen wiskundigen van
zijn tijd, dat deze kon worden afgeleidt uit de eerste vier. Evenals Sacciweienpehij het
parallellenpostulaat om te ondervinden wat de gevolgen hiervan waren door enkel gebruik te
maken van de eerste vier postulaten. Zijn studies leidden, bij de verwerping van het vijfde
postulaat, tot een volledig consistente meetkunde; hij eegis van de eersten die tot dit
inzicht kwam. Doordat geen van zijn werken ooit gepubliceerd zijn is hem nooit de eer van
de ontdekking van de ni&uclidische meetkunde toegekomen is deze eer voorbijgegaan

naar andere wiskundigen die overigens hun &rken slechts 15 tot 20 jaar na zijn
bevindingen publiceerdénen die inde volgende paragrafenillen worden besproken.

.28 Ni kol ai Il vano\lir2hl836o bal evski 3

NadatL o b a | pwoan&chtig vanai801 in Kazan, zijn studie aan het stedajiyknnasium

had afgerond, besloot hij natuwen wiskunde studeren aan de universiteit ter plaatse. Hij

raakte door zijn Duitse professor Martin Bartels, die bevriend was met Gauss (die we zoeven
zullen bespreken), geinteresseerd in de wisklinaet namen Eucl i des6é post ul
hij afstudeerde, werd hij zelf professor aan de universiteit en later ook rector van de
universiteit.

Lobd e v beaweedle, nadat hij een aantal studies had voltooid, dat het
parallellenpostulaat niet bewezen kan worden en zegt daarmee ook dat
deze niet uit de vier voorgaande postulaten kan worden afgeleid. Hij
vervangt het parallellenpostulaat door een angestulaat en
ontwikkelt een ander soort meetkunde waarbij dit postulaat niet van
toepassing is, een ni&lclidische meetkundeDit terwijl andere
wiskundigen nog druk bezig zijn het parallellenpostulaat af te leiden uit
de vier andere postulaten van Edek. Zijn ideeén over een algemene
nietEuclidische meetkunde werden voor het gepresenteerd op 11

Figuur 6: februari 1826 voor de afdeling natu@n wiskunde op de universiteit

Lobal ey van Kazan, en dit werk gold tevens als de basis voor zijn in 1829

' gepubliceerde werk @ hyperbolische meetkunde in het Russische

tijdschrift Kazan Boodschapperin 1840 in Berlijn publiceerdeL o b a | eees ki 3
samenvatting van zijn meetkunde om zijn ondervindingen ook buiten Rusland bekend te
maken inGeometrische Untersuchungen zur Thedge Parallellinien

In de 19 eeuw blijkt dat het parallellenpostulaat onmogelijk is te bewijzen door het werk van
onder meet. o b a | emaar teveris door een andere onderzoeker, Janos Bolyai. Zij werkten
onafhankelijk van elkaar een meetkunde uit wadréi vijfde postulaat werd genegeerd en
dus een nieuwe tak van wiskunde ontstond: dekuetidische meetkunde.

Merk dusopdatnigEuc !l i di sche meet kunde niet &édnon Euc
dati hoewel het parallellenpostulaat buiten bessking wordt gelaten in deze meetkuride

er nog steeds gebruik wordt gemaakt van de eerste vier postulaten van Euclides als basis voor
deze meetkunde. Een veelgebruikte omschrijving varEuelidische meetkunde is dan ook

dat nietEuclidische meetkundeese meetkunde is waarbij het parallellenpostulaat als onwaar

wordt beschouwd.

Doordat utLobal @ s kin3 Bol yai 0s vindingen bl eek
meetkunde kan ontwikkelen door het vijfde postulaat te ontkendemamen zij tot de

conclusie dahet onmogelijk is om het parallellenpostulaat te bewijzen uit de eerste vier.
Immers, als dit wel mogelijk zou zijn geweest, zou de ontkenning van dit postulaat tot
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eenzelfde meetkunde moeten leiden als wanneer deze niet ontkend werd, wat klaarblijkelijk
niet het geval is.

Wanneer in 1860 een brief gepubliceerd wordt doarl Gauss, degene met wike eerder
genoemde professor Bartels correspondeerde, wordt ook het belang en de betekenis van de
vindingen duidelijk voor andere wiskundigénhieruit bleekdat overigens de (ten tijde al
befaamde) Gauss al langere tijd van een bestaan van dEunletische meetkunde is
overtuigt en zelf ook al een aantal belangrijkechter ongepubliceerdevindingen heeft
gedaan.

We zullen Gauss en zijn resultaten veopebekijken, maar laten we eerst Bolyai en zijn
bijdrage nader bekijken.

[.2.9 Janos Bolyai (1802 1860)
De uit Hongarije afkomstige Janos Bolyai was een bijzonder mtelh[én'
man, en wordt, naadt o b a | gGassk iergRiemann als een van
grondleggers van de ni€uclidische meetkunde beschouwd. Zijn vadeg
Farkas Bolyai, is natuyrwis- en scheikunde leraar en van plan om
zijn zoon een groot wiskundige te maken. Om dit te bereiken, s
Farkas een brief naar zijn vriend Gauss om deze zijn opvoed
opleiding van hem over te nemen, maar Gauss weigerde dit vag
Janos gaat vervolgens aan de militaire acedemie in Wenen studeren,
hij zijn studie in vier jaar in plaats van de gekelijke zeven jaar afrond.

Figuur 7: Bolyai

Net als zijn vader probeert Janos tevensdegeleid door zijn grote

belangstelling voor het parallellenpostulaat, dit vijfde postulaat af te leiden uit de eerste vier
maar komt net alk o b a | e(MBs: kijiwgrkten onafhankelijk van elkaar) tot de conclusie
dat dit onmogelijk is omdat zich een consistente-Bigtlidische meetkundean ontwikkelen

bij het weglaten van het postuladtijf jaar na 182071 1820 iszowel het jaar van zijn
voorgenoemde vindingls het jaar van zijrgehelestudie met betrekking tot dit postuldat
presenteert hij zijn vindingen aan zijn vader, die zicloggnschijnlijkniet erg enthousiast

over wasJ. Boylaipubliceert zijn werk in 183 een appendikij een werk van zijn vader,

maar komt voor de uitgave al tot de conclusie dat Gdaesbevindingen die Janos heeft
beschreveral eerdethad gedaamaar nog nooit gepubliceerd had uit angst voor publieke
opinie. Janos gelooft in een complot tussen Gauss enaijer, waarbij de laatstgenoemde

Zijn bevindingenaan Gausszou hebben doorgespeelHiij leidt vanaf B33 een meer
teruggetrokken leven, en komt in 1848 tot de ontdekkingLdatb a | eeensséortgglijke
bevindingen heeft gedaan als die hij heeft beschtavaar al had uitgegeven in 1829, drie
jaar voor de uitgave van zijn werk.

Hij geraakt in een diepe depressie en heeft geen van zijn latere bevindingen ooit nog
gepubliceerd. J8nos Bol yai i et we | bij
aantekeningeachter, grotendeels met betrekking op wiskundige onderwerpen, waaruit later
bleek dat hij op sommige punten zijn tijd ver vooruit was.

1.2.10 Carl Friedrich Gauss (17771 1855)

Carl Friedrich Gauss was een Duits wiskundige, astronoom en fysicus. NeBalgai was

Gauss tevens een bijzonder pientere leerling, die al voordat hij ging studeren de kwadratische
reciprociteitsweherontdekt en bewezen en de priemgetalstellargnoed. Als student loste

hij een tweeduizend jaar oud probleem op en wel dewamsnden en noodzakelijkheden
opdat een regelmatige veelhoek met passer en liniaal kon worden geconstrueerd. Hij besloot
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na zijn succes van deze vinding wiskunde te gaan studeren en promoveerde imale&9
eerste strenge bewijs van de hoofdstellingdealgebra te geveiiwee jaar later kwam hem
de titel van Princeps Mathematicorun{fiDe voornaamste van de wiskundiggrhem

voorgoed toe na de publicatigan Disquisitiones arithmeticagi Onder zoe k e n n
r e k e n R, wat deggrondslag van de getallentheeormt.

In eenperiode vaaf 1807 hield hij zichonder meetevensmet astronomischeaken bezig,
maarlegde zichook tot 1818 zichzelf geheel toe op de wiskunde, onder andere op de niet
Euclidische meetkunde. Vanaf het begin van de negentiendestelde hij zichzelf namelijk

al enige vragen met betrekking tot het parallellenpostulaat, door een
soortgelijkeweg te volgen als enkele voorgenoemde wiskundigen van
zijn tijd door te kijken of zich een nieuwe meetkunde zou ontwikkelen
(waarin de stellingn niet in tegenspraak met elkaar zlpij)hetnemen

van een ander postulaat ddit vijfde postulaat van Euclides. Hij
communiceerde met Janos en Farkas Boylai over het onderwerp, maar
desondankgpubliceerdelange tijd (zelfs niet in de periode tot 1818
toen hij artikelen over de hypergeometrische reeks, bikwadratische
reciprociteitsweten wederom over de hoofdstelling van de algebra
publiceerde) geen van zijn bevindingen.

Figuur 8: Gauss

Toen hij vanaf 1818 tot 1825 aan actief veldwerk voor de triangbilatiehet kainkrijk van
Hannover deelnam, raakte hij geinspireerd voor theorieén over gebogen opperviakten,
differentiaalmeetkunde en waarnemingsrekenidg. heeft echter nooit iets gepubliceerd
over de nieEuclidische meetkunde, maar uit zifi®00 correspondentl@ieven met onder
andere Boylai en uit notities bleefijdens zijn overlijdendat hij de nietEuclidische
meetkunde decennia voor is geweestlaawel degelijk tot de ontdekkers van deze tak van

de wiskunde behoort.

In 1825 raakte Gauss geinteresseerd enndtuurkunde en publiceerde nauwelijks meer
wiskundige werken. In de natuurkunteeft hij ook veel vooruitgang geboekt; de eenheid
van de magnetische inductie is onder andere naar hem vernoemd. Naast dit onderwerp die
behoort tot de aardmagnetica, bestrdle en publiceerde hij ook werken over de mechanica,
capillariteit, variatierekening, optica en kristallografie.

1.2.11 De bevindingen van de grondleggers van de ni&uclidische meetkunde

Na jarenlange studies en de publicaties over dekhelidischemeetkundevah o ba | ev s ki 3
J. Bolyai en Gauss, begon deze nieuwe tak van wiskunde vorm aan te Dertek.van

wiskunde blijkt ruwweg onder te zijn verdelen in elliptische en hyperbolische meetkunde. In
delen Il en 11l zullen deze onderwerpen verder worden uitgediggdy laten we alvast kijken

hoe deze typen meetkunde zich onderscheiden van de Euclidische meetkunde, met name van
het parallellenpostulaat.

In de hyperbolische meetkunde wendloor Bolyai enL 0 b a | ede sniwikkglaars van de
nietEuclidische meetkude, het parallellenpostulaat vervangen door het volgende postulaat:

AEr zijn meerdereevenwijdige lijnen aan een lijn | door een punt P niet.op |

® Triangulatie: driehoeksmeting op het terrein ten behoeve van de cartografie
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Natuurlijk lijken, in het platte vlakgeen van de bovenstaande lijnen door P evenwijdig te
zijn aan lin |, maar zoals later zal blijken zal in ebdepaald ruimtelijk figuur (een
hyperbolisch model) dit wel het geval zijn.

Tenslotte hebben we ook nog de elliptische meetkunde, waarin het vijfde postulaat van
Euclides door het volgende kan worden vervangen:

A Er gedngvanwijdige lijnen aan een lijn | door een punt P niet.op |

Ook deze stelling lijkt vreemd, maar zoals in fielgendedeel over elliptische meetkunde
zal blijken zal deze bewering je hopelijk wel duidelijk worden.

Voor nu is de besprakg van de Euclidische meetkunde dan ook klaar en kunnen we voor
wat ons betrefbaar andere, op dagelijkse basis voor ons onbekende, zaken kijken.
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Il Elliptische meetkunde

[I.1 Inleiding in elliptische meetkunde en bolmeetkunde

[1.1.1 Wat is elliptische meetkunde?
Elliptische meetkunde is een tak van de meetkunde waarbinnehpwttblaat van Euclides
niet geldt, maar in plaats daarvan stelt:

A Er gedngvemwijdige lijnen aan een lijn | door een punt P niet.op |

De elliptische meetkunde werd, later dan de hyperbolische meetkunde, in 1854
geintroduceerd door Bernhard Riemann, als onderdeel van een grotere meetkunde; De
Riemanameetkunde. Deze meetkunde is de basis geworden van de relativiteitstheorie,
waarmee Albert Einstein adret begin van de twintigste eeuw de natuurkunde op zijn kop
zette. De beste manier om je de elliptische meetkunde voor te stellen is door te kijken naar
een bol. We zullen ons daarom in dit deel van het verslag focussen op de bolmeetkunde. Dit
is een ietvereenvoudigde vorm van elliptische meetkunde, en daarom beter te begrijpen.

In de vlakke meetkunde bestuderen we punten, lijnen, driehoeken, veelhoeken, en ga zo maar
door. Op een bol hebben we punten, maar geen rechte lijnen, tenminste niet wat vyij ons b
een rechte lijn voorstellen. In de bolmeetkunde zijn deze lijnen vervangen door grootcirkels.
Kenmerkend voor rechte lijnen bij de viakke meetkunde is dat ze de kortste verbinding
vormen tussen 2 punten. Grootcirkels vervullen bij de bolmeetkunde dezéls we
grootcirkels zien als de vervangers van rechte lijnen kunnen we gaan kijken naar driehoeken
naar driehoeken veelhoeken en andere geometrische vormen Op de bol. Dit zullen we
verderop natuurlijk gaan doen, en aan de hand van die resultatenzillgieindelijk

Ook zullen we de theorie van Girard bewijzen, die een formule geeft voor de som van de
hoeken i n een driehoek op een bolfoarmul&i t e i
V-E+F= 2 aan bod komen; het bewijs zal worden gedey met behulp van
bolmeetkunde.

[1.1.2 Definities op een bol

Omdat de definities voor punten, lijnen en objecten bij bolmeetkunde verschillen van de
reguliere meekunde bekijken we eerst wat ze bij de bolmeetkunde inhouden. Een bol is een
verzameling vampunten in een driedimensionale ruimte die allemaal even ver van één ander
punt, het centrum van de bol, liggen. De afstand van het centrum tot de punten op de bol
noemen we de straal of radius. Bij bolmeetkunde focust op de opperviakte van de bol. Het

oppervlak van de aarde heeft ook alle eigenschappen van een bol, wat een van de redenen is
om bolmeetkunde als een interessante tak van de meetkunde te beschouwen, die je zeker niet

als onbelangrijk kunt afdoen.
Als je een willekeurige lijn en een bol neemteen driedimensionale wereld dan kunnen er

drie dingen gebeuren. Ten eerste kunnen de lijn en bol langs elkaar heen gaan en elkaar dus

niet raken. (1plaatjeop de volgende pagip®it geval is niet erg interessant. In het tweede
geval raakt de lijn d®ol in één punt; het raakpunt.®(@aatjeop de volgende pagihals

laatste kan de lijn de bol snijden in precies twee punten. Het meest interessant is als die dat
doet door het centrum van de bol. De twee snijpunten liggen dan tegenover elkaar en heten
antipoden. (3 plaatje op de volgende pagiha Het bekendste voorbeeld van een
antipodenpaar is de noeren zuidpool op de aarde.
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Afbeelding 9: lijnen in een bol

Laten we nu eens kijken naar een viak en een bol. Ook nu

kunnen er weer verschillende dingen gebeuren. Ze

kunnen elkaar natuurlijk weer missen of raken. In het

geval dat ze elkaar raken zijn er twee mogelijkheden. Ze

kunnen elkaar ontmoeten in één punt. In dat geval raakt

het vlak de bol in het raakpuntin het andere geval

ontmoeten viak en bol elkaar in eeirkel. Aan de

nevenstaande afbeelding is duidelijk te zien dat die cirkel

het grootst is als het vlak precies door het middelpunt van

de bol gaat . Zoon cirkel noemen
geografisch voorbeeld van een grootcirkel is de evenaar. e
De meridanen vormen precies een halve grootcirkel.

Alle breedtecirkels behalve de evenaar zijn kleine cirkels.

Het belang van grootcirkels blijkt wel uit het volgende:

De kortste afstand tussen 2 punten op een bol is die over

een deel van de grootcirkel die doeide punten gaat.

We hebben nu een begin gemaakt met meetkunde op de bol. In de gewone meetkunde zijn de
basis uitgangspunten punten en lijnen. In de bolmeetkunde we hebben zoals eerder al kort
vermeld natuurlijk wel punten, maar geen lijnen zoals bipliege meetkunde. Deze lijnen

zijn in bolmeetkunde vervangen door grootcirkels. Immers waar een lijn in de reguliere
meetkunde de kortste verbinding is tussen punten is een grootcirkel dat voor punten op een
bol.

Stel, we hebben 2 verschillende puntenrmABzop een bol. Samen met punt C, het centrum
van de bol, hebben we nu 3 punten in de ruimte. Nu zijn er twee mogelijikheden. A en B
vormen een antipodenpaar of ze vormen dat niet. In het tweede geval liggen de punten A, B
en C niet op 1 lijn. Daardoor is slecht 1 uniek vlak wat door alle 3 de punten gaat. Doordat
dit vlak door C gaat definieert het automatisch een unieke grootcirkel door A en B.

Als A en B echter een antipodenpaar vormen, dan liggen A, B en C wél op 1 lijn. In dit geval
definieert elk vak dat die lijn bevat een grootcirkel die wel de punten A en B moet bevatten.
We kunnen hieruit concluderen:

Gegeven: punten A en B op de bol en het middelpunt C van déldoh en B geen
antipodenpaar vormen is er één unieke grootcirkel die door hmidéen gaat. Als A en B

een antipodenpaar vormen zijn er oneindig veel grootcirkels die door beide punten gaan

In het volgende geval gaan we uit van 2 verschillende grootcirkels op een bol. Elk van deze
grootcirkels is de snijlijn van een vlak door henttum van de bol. De twee grootcirkels
snijden elkaar dus in de 2 punten van een antipodenpaar.

Twee verschillendwillekeurigegrootcirkels van een bol ontmoeten elkaar in de twee punten

van een antipodenpaarDit verklaard waarom er in de elliptische estkunde geen
evenwijdige lijnen bestaan.
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[1.1.3 Hoeken, afstanderen lunen.

Als A en B twee punten op de cirkel zijn dan is de afstand tussen
A die twee punten de afstand over de grootcirkel die hen met elkaar

verbindt. Omdat deze grootcirkel in 1 vlagtlkunnen we deze in

a/R een platte afbeelding weergeven (figuur hiernaast). Als we de
hoek ACBioedmeneedn Rélstraal van de bol is kunnen we

e de afstand tussen A en B als volgt berekenen:

(Hoek U in radialen:)

d(A,B) =RU

(HoekUin graden:)

d(A,B) =R.U /180

d(A,B) = Ra

Je zult wel weten dat de meest eenvoudige veelhoek een driehoek is. Er zijn in de reguliere
meetkunde namelijk geen veelhoeken met maar 2 hoeken. Dit is anders bij bolmeetkunde.
Twee grootcirkels snijden elkaar zoals al gezegd in de twee punten

van een antipodenpaar. Ze delen de bol zo op in 4 gebieden die e
2 zijden hebben (delen van d
gebied een | une. Deze naam ko
maan betekend. Denk maar aan het deel van de maan dadea
aarde te zien is. Dit deel moet in de halve bol verlicht door de
liggen, én in de halve bol die op dat moment zichtbaar is vana
aarde. Het deel wat aan deze voorwaarden voldoet is precies
lune. De hoekpunten van een lune zijn dus de punmEm een
antipodenpaar. &ens zijn de twee hoekean een luneven groot.

tcirkel
t | at i

Omdat de bogen op een cirkel niet in een plat vlak liggen zullen we ons moeten afvragen wat
een hoek op een bol nu precies is, en hoe we die hoek meten. De lijnen die rakaarddsy

twee snijdende curvdiggen echter allebei wél in het vlak dat de bol raakt in het snijpunt

van die curven. Wdefiniérende hoek tussen de twee curven dan ook als de hoek tussen de
rakende lijnen van die curven in hun snijpunt.

1I.2 Oppervlakten en hoeken op een bol

[1.2.1 Opperviakten op een bol

De oppevlakte van een bol met straaliRs 24EerRgrootcirkel verdeeld de bol in 2 even
grote helften met ZeEemtweede preotcivkél di& deeandera smijd th” R

een rechte hoek verdeal de bol zo i n 4 ?|Wenkannen diteptoce® pp e r Vv
weer herhalen door elk van deze lunen weer in 2 gelijke delen op te delen door de hoeken
door 2 te del en. We krijgen nu 82%2gkelhoek ke | u
voor elkeluneisdar’ /8 ="/ 4 r ,ofteweh45 graden.

St el dat we een halve bol in g gelijke T un:q
radi al en, en &g Alsowe menraantalaPkvanedez@ lurien verenigen tot één

nieuwe lune heeftdezehieci t v ol gend een hoek van?p’ /g en
Dus als we lunehoek U schrijven ails U=p "/ q d

Hieruit volgt: Opp(une) = 2R.lunehoek
Als we dezelfde formule willen opstellen maar dan met de hoek in ggeimeten, en we
nemen in acht dat 1 radiaal gelijk is aan 18ffaden en 1 graad gelijk is aati80 radialen,

krijgen we: oppervlakte (= 2R x Ux "/180=" R%90x U
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[1.2.2 De oppervlakte van eerdriechoek opeenbolGi r ar d6s t heori e
Een driehoekop een bol word op precies dezelfde manier
gedefinieerd als een driehoek in een plat vlak. De driehoek bestaat
uit 3 punten die we de hoekpunten noemen, 3 delen van grootcirkel
die de drie punten verenigen genaamd de zijden, en het gebied
door die zden word ingesloten. Dit lijkt simpel, maar als je er wat
beter over nadenkt zul je zien dat dit toch niet zo simpel is als dat h
lijkt. Zo doet er zich meteen al het probleem voor dat er 2 delen van
een grootcirkel zijn die beide punten verenigen. Weeten
beslissen welk deel te gebruiken. Als we dat hebben gekozen kan

elke lijn de zijde zijn van het gebied aan zijn ene of andere kant . We hebben daarom
eigenlijk te maken met 8 driechoeken die de drie gegeven punten als hoekpunten hebben.
Omdat dit eemogal ingewikkelde situatie is, gaan we uit van de kleine driehoek met als
zijden de korte gedeeltes van de grootcirkels. (zie plaatje hier rechtsboven) We kiezen drie
hoekpunten allemaal op één helft van de bol, en bekijken de driehoek die ook offt diznhel

de bol ligt.

R =
R N
AVAVAVAN by 87

SYAVANE; -
AV

Laten we eens kijken naar de hier linksboven afgebeelde driehoek, de zwarte driehoek T op
een bol. We zullen nu een formule gaan afleiden voor het oppervlakte van deze driehoek. De
hoekpunten van T noemen we R, G ereBde corresponderende waarde van die hoeken r, g
en b. Zoals duidelijk moge zijn staan deze letters voor rood B
groen en blauw. Hierbij is R het hoekpunt waar T tegenover
een rode driehoek staat. R is in dit geval tevens een hoekpug
van twee congruente nen waarvan de ene bestaat uit eq
rode driehoek en T en de andere uit de andere rode drie
en de grijze driehoek. We noemen deze lunen voor
gemak 6érode lunend We noe
L6 en de rode | y(lume mdilunehoek). w
Op dezelfde manier zien we dat G het hoekpunt is van twew
congruent e olgdieTeweldevatemje ndi e
niet bevat. B is tenslotte het hoekpunt van twee congruente B¢

Obl auwe,dieG wedbevatehyo di e T niet b eF}@L?UFlO:

Als je de afbeeldingen goed bekijkt zul je hopelijk zien dat de Blauwe lunen Len Lo

grijze driehoek op dezelfde plek als T aan de andere kant van

de bol , gelijk i1s aan T. Dit is dus de anti g
R6 B6 en GO6 zijn pwrkt eamtR pGé daml B.meTd hlbekf t h
T.
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Samengevat:

Driehoek T zit in lune L, Ly, Ly, €n in geen anderen.

Driehoek T@®& ,piLghieéan liumegden ander en.

El Kk punt dat op de bol dat neledune.i n dri ehoek

We kunnen nu de conclusie trekken dat de oppervlakte van de 6 lunen opgeteld gelijk is aan
de oppervlakte van de gehele bol + 2 keer de opperviakte van T + 2 keer de oppervlakte van
T6

Opp(L) + Opp(ly) + Opp(ly) + Qp pH L@p pX L@p=p ( L O

Opp(bol) + 20pp(T) +20p p ( T O )

We kunnen nu deziermules vervangen met de formules voor het opperviakte van een lune.
Uitgaande van een bol met straal R, en het
kunnen we de volgende formule afleiden:

2Rr + 2Rg + 2Rb + 2Rr + 2Rg+ 2Rb = 244 app(T)

Opp(T) = ¥4 (2R (2r + 2g + 2b)- 4° R?)

Opp(T) =R (r+b +g)i "R?

Opp(T)=R(r+b+gi ")

Deze laatste formule noemen we de formule Gaard.

Hierboven wilden we de formule afleiden voar dppervlakte van de driehoek We kunnen

ons echter ook concentreren met de som van de hoeken als uitgangspunt; Deze is namelijk
altijd groter dan 180 graden.

r+b+g="+(1/R)Opp(T)

Met deze formule kunmewe zo dus precies berekenen hoeveel de sondedoeken in een
bepaalde driehoek op een bol de som van 2 rechte h{ekedialen)overschrijd.

Toen we deze formule zagen waren er drie dingen die ons opvielen:

A er bestaan geen gelijkvormige driehoeken bestaan op een bol! Immers, driehoeken
met deelfde hoeken hebben volgens de formule ook dezelfde opperviakte.

A De som van kleine driehoeken op grote bollen zijn moeilijk te onderscheiden van 180
graden. Immers, als R heel groot is en het oppervlakte van de driehoek heel klein, dan
ligt r + b + g heelicht bij ~ radiden = 180 graden. Neem bijvoorbeeld een driehoek
van 1 vierkante kilometer op de aarde. De som van de hoeken wijkt dan een bijna
onmeetbaar klein beetje af van 180 graden.

A Ook lazen we op onze zoektocht naar informatie op internet iets over eém idea
landkaart. Deze landkaart moet voldoen aan 2 eisen: Het moet grootcirkels weer
kunnen geven als rechte lijnen, en de hoeken moeten plat afgebeeld dezelfde waarde
behouden. Omdat ui t Girardds theorie vol
driehoek op eebol altijd meer dan 180 graden is, en in de vlakke meetkunde zoals op
de kaart wordt gebruikt precies 180 graden, kunnen we concluderen dat dé ideale
landkaart niet bestaat.
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1.2.3Veel hoeken op een bol; Eul erdos formul e
Gi rardbos t heor woedenkaangepastal&t kijedkiggldkvoar veelhoeken op een
bol. Met een veelhoek op een bol bedoelen we weer een figuur waarvan de zijden bestaan uit
delen van grootcirkels.

Er zijn meerdere bewijzen te vVvindeibewioor Eu
| everen met behulp van een stukje Dbol meet ku
uitbreiding naar veelhoeken.

Theorie: Als P een hoekige ruimtefiguur is met V hoekpunten, E ribben en F vlakken dan

geld: Vi E + F = 2.0m te beginnen kiezen @en punt C in P. Vervolgens kiezen we straal

R zo groot dat een bol met als centrum eveneens punt C en straal R ruimtefiguur P volledig
bevat. We zullen nu de ruimtefiguur P vanuit punt C op de

bol projecteren. Dit klinkt redelijk ingewikkeld, maar e
eigenljk komt het er op neer dat we voor elk punt op de // \‘
ruimtefiguur P een lijn vanuit punt C trekken door dat punt//__.-’

en die lijn doortrekken zodat hij de bol snijd op een/ / J :
projectiepunt. Zie ook de nevenstaande figuur. De / s —
ruimtefiguur is rood getekend, de blauljeen geven aan {7} A
hoe de hoekpunten op de boll
lijnen zijn twee grootcirkels ter referentie, en de paarse lijnen, /'
vormen samen de geprojecteerde ruimtefiguur. Eigenlijk kun \ Y
je de projectie vergelijken met de schaduw die opaleztu

vallen als je de bol vanuit het centrum zou verlichten. Het is \“\\71//
van belang om je te realiseren wat er met een ribbe van de

ruimtefiguur gebeurd bij deze projectie. Een ribbe is een deel

van een lijn. Deze lijn en het centrum bepalen een uniek vilak. /”/"’“
Elk lijindeel vanuit C naar een willekeurig punt op de ribbe -
ligt in ditzelfde vlak.Dit vlak snijd de bol in een grootcirkel

Dus de projectie van een ribbe op een bol is een deel van e¢n
grootcirkel op die bolDit betekent tegelijkertijd ook dat elke
zijde van de ruimtefiguur word geprojecteerd als ee
veelhoek op de bol, en de ruimtefiguur als een ruimtefiguu
op de bol, welke eigenlijk gewoon een gecurvede kopie is\
van het origineel. De ruimtefiguur op de bol heeft weer V /
hoekpunten, E ribben en F viad net als P. Omdat het ’ / e
centrum van de bol in P is gekozen, bedekt de \\LZ//
6geprojecteerded ruimtefiguur de hele bol
op de bol verdeeld de bol zo in F veelhoeken, die we,Q noemen.

We kunnen nu de eerder bewezen theorie van Girard, sekeh veelhoek =n(- 2)’ +
1/R°Opp(P), toepassen op veelhoek @s g het aantal zijden van;@eergeeft dan geld dus:
Som van hoeken van;Q (g - 2) ° +  QIRP AlQwe dit nu voor alle vlakken van de
ruimtefiguur samen willen doen, gebruik makend van sommen, komen wie wplgende
formule

F

F F
Zsom hoeken van @; = Z(e!rz)n +ZOpp @y iR?

i=1 i=1 i=1

ok

-

We zullen nu elk van de drie sommen apart gaan bekijken.
1. De eerste som lijkt misschien ingewikkeld, maar is eigenlijk gewoon de som van al de
hoeken in de ruimtefiguur op de bol. Omdat de ruimtefiguur de hele bol bedekt,
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bestaatt | Kk hoekpunt ui t een aant al hozken di

radialen (=360 graden) zorgen. Dus is de som van de hoeken in de ruimtefiguur

eigenlijk gewoon gelijk aan22’ " Vkeer het a
2. We splitsen de tweede som in twee delen:

F F F
Z(eid)n =Ze!. T —Z&L
i=1 i=1 i=1
De eerste som i s niets aidehegan alle dalken. We keer
moeten opmerken dat elke ribbe van de ruimtefiguur op de bol twee vlakken van

elkaar scheid. Omdat we de som nemen van elke zijde van elk vlak tellen we elke

ribbe dus precies twee keer. Daarom geldt:
F
Zein=2nE.
i=1
Het tweede deelvandemmo i s si mpel : 2° maal het aant al
F
E n=21F
i=1

3. Omdat de veelhoeken op de bol samen de hele bol bedekken is de som van de
oppervlakten van de veelhoeken op de bol gelijk aan het oppervlakte van de bol zelf.
We krijgen dus de volgende derde nso

F
Z Opp(Qy /R? = Opp(Bel)iR? = 4.

i=1

Als we dit allemaal samen nemen krijgen we de volgende formule:

21V =2nE-2nF + 4n.

Vervolgens delenwedoof2 en hal en we enkele termen naar
V-E+F=2.

Eul erds For mul e!

Hi er volgen een paar voorbeelden die je corr
enkele varde figuren die op de allereerste pagina van dit verslag ogjk &eschreven.
V = aantal hoekpuntei;, = aantal ribben, F = aantal vlakken

Tetraéder Octaéder

V=4 V=6

E=6 E=12

F=4 F=8

41 6+4=2 61 12+ 8= 2
Icosaéder Dodecaéder
V=12 V=20

E=30 E =30

F=20 F :__ 12

127 30+20=2 201 30+12=2
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[1.2.4 Elliptische meetkunde; nuttige meetkunde

Tot zover een kleine inzage in de fascinerende wereld van de bolmeetkunde.

We hopen dat de lezer nu weet wat begrippEngrootcirkels, lunen en antipodenparen
inhouden, en een basiskennis heeft van het berekenen van opperviakten op een bol.
Het zal je waarschijnlijk wel opvallen dat deel 1l van dit verslag beknopteansld andere

delen. Dit betekergchter niet datle Elliptische meetkunde minder belangrijk is, integendeel,

er zijn vele praktische doeleinden voor deze vorm van meetkunde. Tegenwoordig word
bolmeetkunde nog altijd iedere dag gebruikt door piloten en scheepvaarders als ze met
duizenden tegelijk navigen over de aarde waarop wij leven. Het werken efigitische
meetkunde kan soms resultaten teweegbrengen die je van te voren nooit had verwacht! Zo is
de kortste vliegafstand van Florida naar de Filippijnen een route over Alaska. De Filippijnen
liggen ten zuiden van Florida, dus het is gek waarom over Alaska naar het noorden vliegen
korter zou zijn. Dit komt echter doordat Florida, Alaska en de Filippijnen in de bolmeetkunde
op één grootcirkel liggen. En wees niet getreurd; dit is slechts één van dewaksingen

die bolmeetkunde met zich mee brengt.
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Il Hyperbolische meetkunde

Naast dedlliptische meetkunde is er nog een rhieiclidische meetkunde, en wel de
hyperbolische meetkunde. In dit deel proberen we deze specialkunuste introduceren

en deze zo goed mogelijk uit te leggen. Door de (nog steeds groeiende) omvangrijkheid van
deze meetkunde is het niet mogelijk om alles tot in de puntjes te beschrijven, maar dat is dan
ook niet ons doel; ons doel is dat je tegen dirtle van dit deel weet wat hyperbolische
meetkunde nou precies is en een basische kennis hebt over de wiskundige mogelijkheden in
deze meetkunde.

l1.L1 Een inleiding tot hyperbolischemeetkunde

[11.1.1 Het hyperbolische postulaat

Zoals beschreven inapagraaf 1.2.11 bestba@&r in de hyperbolische meetkunde niet, in
tegenstelling tot de Euclidische meetkunde, slechts één rechte lijn door een gegeven punt P
buiten een rechte lijn | die parallel hieraan is, maar bestaan er wonderbaarlijk m@eegere
oneindig veel) parallelle lijnenOm dit concept duidelijk te maken, zullen we eerst de
meetkunde vah 0 b a | ew Bolkyai foeten verduidelijken. Voorhlo b a | dadseéni 3
gedetailleerd en begrijpelijlwverk geschreven (vrij van vaktaal) in tegenstelling tot Bolyai

die, mede door de beknoptheid van zijn werk, van veel meer onbekende notaties gebruik
maake. Laten we het hyperbolisch postulaat herformuleren en deze verduidelijken

A
Zie bovenstaande figuur. Beschouw een lijn | en een punt P buiten die lijn | (maar wel in
hetzelfde vlak). Vanuit P loodrecht op | is een lijn AP getrokken, waarbij A hetopulijt |
is. Door P is loodrecht op AP een lijn k getrokken. Het hyperbolische postulaat luidt
vervolgens:

AEr zijn meerdere evenwijdige | ijnen aan een
In de Euclidische meetkunde zal lijn k de enige lijn evenwijdig lgan zijn, als eerder

beschreven in deel I.
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In de meetkunde vah o b a | esn Bdylai,3echter, zijn er meerdere lijnen die door P
kunnen worden getrokken en die lijn | niet zullen snijden: deze lijnen worden van de wel
snijdende lijnen gescheiden vaogenaamdgrensparallellenof hyperparallelle lijnen Stel

dat dat in onze afbeeldingen de lijnen x en y zijn: de lijn x maakt eenchpe&ta) met AP

(bij punt P) tegen de klok in, en de lijn y maakt tevens een oeét AP met de klok mee.

Alle anderelijnen door P met een hoek groter dan hgaket AP en dietevens lijn | niet
zullen snijden, hetenultraparallelle lijnen Merk op dat er een oneindig groot aantal
ultraparallelle lijnen bestaan tussen hgadn 90° (lijn k) en slechts twee grensparkdal De
ultraparallelle lijnen worden dus gescheiden van de-paetllelle lijnen aan | door de
grensparallellen, di e el k een bepaal de Or i
Lobal evski 3

Hoek g wordt overigens dearallelhoekgenoemd, die afhankgd is van de lengte van AD.
Hoe groter AD wordt en de lengte ervan naar oneindig gaat, des te kleiakstatel wordt
tussen de grenshoekem hoekq naar O gaat. Als de lengte van AD zich naar O beweeqgt,
wordt de hoekg juist groter en gaat

b naar 90°. Mta bene: de afstand en
hoek tussen de hyperparallelle lijnen
gaan niet naar 0 als de afstand van AD
naar oneindig beweegt.

waarbij er een omgekeerd evenredig

verband bestaat tussenen de lengte

van een lijn a (in on®ovengenoemde
voorbeeld was dit [ i ] n
Dus,in de Euclidische meetkunde geldt
altijd Y ( &y algemend 0 A .
formule in de hyperbolische geometrie

a zou je dan kunne.n st el

L obal ebesclhreef§ deze functie
B/[

[11.1.2 De verschillende hyperbolische modellen

Met een hyperbolisch model bedoelen we niet een bloedmooi topmddi#t modewereld;

neen, het begrip is helaas gehamh dewiskunce gerelateerdHet is zelfs zo belangrijk, dat
hyperbolische meetkunde niet eens mogelijk is zonder een dergelijk 1Bodpkiveg is een
hyperbolisch model een systeem waarin hyperbolische meetkunde gevisualiseerd kan
worden en waarin de meetkunde zoals beschreven in de vorige paragraaf kan worden
uitgewerkt Het precieze concept van hyperbolische modellen, d.w.z. de uitleg met
betrekking tot de inhoud van deze modellen, zal later worden bekeken. Maar het is misschien
wel functioneel onvast te bekijken welke modellen er bestaanj@wast te introduceren aan

het hyperbolisch model waar we verderop van gebruik kunnen maken; hetdprecieze
concept van hyperbolische modellen wordt geintroduceerd kan worden volstaan met wat
algemene informatie over deze modellen en enige algemene informatie over hyperbolische
meetkunde op zichzelf.

We onderscheiden vier bekende hyperbolischelatien: de meest bekende daarvan is de
Poincaréschijf (of: de schijf van Poinca)é Verder hebben we nog hgeltramiKlein model
(of simpelweg Klein mode), de halve schijf van Poincaréen hetLorenz model(of:
hyperbolisch modgl Ook bestaat er eeratuurkundig model van hyperbolische meetkunde
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door gebruik te maken van Einsteinds speci a
verder op inLaten wede andere vieallemaal even kort beschrijven.

1 HetBeltramiKlein modelgebruikt het binnenstvan een cirkel als hyperbolisch viak
en de koorden van de cirkel als lijnen. Het is een erg simpel model, maar heeft als
nadeel dat hoeken in dit hyperbolische model worden vervormd.

1 De schijf van Poincaré, de meest bekende van allen, gebruikt ookwkendige van
een cirke]l maar lijnen worden gerepresenteerd door de cirkelbogen van cirkels die
orthogonaal staan op de grenscirkel(zie onderstaande figuur)evenals hun
diametes. Dit model zal in volgende paragrafen verder worden beschreven, dus geen
nood indien de descriptie nog ietwat vaag is.

~ -
Figuur 11: Cirkel d staat orthogonaal op cirkel ¢

91 De halve schijf van Poincaré neemt, zoals de titel al vermeldt, de helft van de schijf
van Poincaré, en de andere helft van het model bestaat uit een n&unbdisch
vlak.

1 Het Lorenz model gebruikt een tweedimensionale hyperbolische vorm in het
driedimensionale ruimteontinuiim van Minkowski.

Hoewel de andere modellen om een hyperbolische meetkunde te visualiseren ook heel
interessant kunnen zijn, zullewj ons slechts beperken tot de Poinescéijf. Dit doen we

niet alleenomdat dezenet meest gebruikt wordt, maar ook een aantal voordelen biedt ten
opzichte van de anderen. Het is immers eerst zaak om een hyperbolis¢hibsstaupt te
kunnen begrijpefi en dat kan uitskend aan de hand van dit modalie meest functioneel

voor onze doeleinden blijkt te zijn.

Figuur 122 Een voorbeeld van ee
bepaalde vorm in de schijff va
Poincare

" Orthogonaal: rechthoekig, met loodrecht op elkaar staande ribben, snijlijnen enz.
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[11.1.3 JulesHenri Poincaré (18541 1912)

JulesHenri Poincaré was een Frans wiskundige, astronoom en natuurfilosoof en was neef
van de degtls (19137 1920) Franse president Raymond Nicolas Landry Poincaré. Hij
doceerde net als Moufot, na benoemd te zijn tot hoogleraar van verscheidene vakgebieden,
aan de Ecole Politechnique.

Poincaré heeft enkele zeer noemenswaardig werk op zijn naamvstesander een bijdrage

aan de theorie van de functies van Fuchs, de groepentheorie, de topologie van
differentiaalvergelijkingen, onderzoek naar het drielichamenprobleem en het zoeken naar een
oorzaak van de crisis van de paradoxen in de zogenaamdeapeaa definities.

Zijn werk bestaat tevens uit een boek geschreven onderde itel s ci ence ugt | 6hy
1906, waarin een model voor de hyperbolische meetkunde wordt beschreven. Dit model,
bekend als de eerder beschreven Poinscngf, is een zeer geschikt model om
hyperbolische meetkunde te presenteren en wordt bij conventie voor de meeste doeleinden
gebruikt waar dit mogelijk id-det Beltrami modei naar de gelijknamige uitvindérdie later

is verbeterd door Klein en vanaf toen bekend swschet BeltramKlein model, waren de

eerste twee versies van een hyperbolisch mobel. Poincaréschijf was het derde
hyperbolische model die grote publieke belangstelling trok sinds de ontdekking van deze
vorm van geometrie in de ni€luclidische meetknde, en heeft vrijwel het gehele Beltrami

Klein model vervangen voor de meeste hyperbolische doeleinden door de onvolledigheid van
dit authentieke model.

Overigens kan ak deuitvinding van dehalve schijf van Poincémworden toegeschrevezan
JulesHerri, net als dikwijls gesuggereerd wordt dat hij de uitvinder is van het Lorentz
model. Echter stellen andergnst dat dezdaatstgenoemdaitvinding niet terecht aan hem
kan worden toegeschreven, omdat de wiskundigen Wilhelm Killing en Karl Weierstrass e
dergelijk model al vanaf 1872 gebruikten.

l11.1.4 Hyperbolische ruimte

Voordat we de schijf van Poincaré tot in de details kunnen bespreken, zullen we eerst een
beter inzicht proberen te krijgen in wat voor ruimte zich deze meetkunde zich afspakst. Zo

je eerder hebt gezien is bolmeetkunde, de geometrie van een bol, een belangrijk onderdeel
van elliptische meetkunde en heeft deze meetkunde betrekking op elke vorm van wiskunde
die zich op een bol kan voordoen. Nu kun je je dan afvragen: in wat vioate rapeelt
hyperbolische meetkunde zich af?

Een kort antwoord op deze vraag is dat hyperbolische meetkunde zich voltrekt in een
hyperbolische ruimte. Maar gelijk doemt de volgende vraag alweer op, en wel de vraag wat
deze hyperbolische ruimte nu predmsoudt. Laat me het je duidelijk maken.

De wetten van Newton stellen onder andere dat kracht gelijk is aan massa vermenigvuldigt
met de valversnelling (die hier op aarde in het algemeen gelijk is, wanneer de wrijving wordt
verwaarloosd, aan de gravitati®f, in symbolen, F=n&A a = F / M Ook stelde Newton in

zijn wetten dat elke actie een gelijke en tegengestelde reactie tot gevolg had en dat een deeltje
waarop geen kracht wordt uitgeoefend eenparig en rechtlijnig voortbeweegt. Al deze
natuurkunde vat uit de door Euclides eerder opgestelde meetkunde. Echter bleek, en had
Newton dit zelf ook door, dat zijn wetteen aantal gebreken vertoonden; waaronder het feit

dat er volgens Newton een kracht op afstand moet worden ingeroepen om gravitationele
wisselwerkingen te kunnen verklaren. Ook Einstein wees op een onduidelijkheid in de
formule, en wel het concept van de tijd die een bepaalde kracht nodig heeft om op een
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bewegend voorwerp in te werken, en bewees vervolgens dat een pretietevdevoor het
berekenen van een valversnelliagiet F / M is, maadat a =F/M(1- v/c2)*?. Kortweg wil

ik hiermee duidelijk maken dat de wetten van Newton, en dus ook de Euclidische meetkunde,
slechts in bepaalde Euclidische omgevingen gelden (zoals je overigenseroaieel bij
elliptische meetkunde hebt gezien), en dat door onder andere de gravitatiewisselwerking van
bepaalde objecteronder bepaalde omstandigheddeze wetten van Newton en deze
meetkunde nie{geheel)opgaa. Hyperbolische ruimte is tever®n ruinte die om onder

andere de gravitatiewisselwerking van bepaalde objecten ook niet de regels van de aan ons
bekende Euclidische meetkunde aanneemt, omdat deze zich dus blijkbaar in een andere soort
ruimte afspelen; deze ruimte speelt zich in een ander swatkundig stelsel af die we je nu
proberen duidelijk te maken.

Neem nou nogmaals ons, zoals die aan ons bekeed mals wij die interpretereWVij
ervaren, in ons dagelijks leven althans (wie weet wat je allemaal in je dromerslzietts
driewaaneembar@imensiesbreedte lengteen diepte. En eventueel voor aanhangers van de
vierde dimensie(in het algemeen)jd. Maar stel je nu eens voor dat er nég een meetkundige
dimensie is, naast de aan ons bekende drie of vier dimensies, en wel eeroivigjidie
dimensie waar onze derde dimensie zich als ware in buigt

Omdat dit concept erg moeilijk is om te begrijpen, proberen we het duidelijker te maken aan
de hand van een voorbeeld é&latlend(eein dhgthr pi &t
lan d)o

In Flatland zijn er slechts twee dimensies: breedte en lengte. Inwoners leven op een plat vlak,
waarin andere dimensies onbekend zinnget kunnen worden afgebeeld. Twee van deze
inwoners zijn het vierkant en de driehoek, die gezellig in hurjehmigen als plotseling een

stem uit niks komt; het i voor hun waarnemingein een cirkel. Echter is dit niet echt een
cirkel, maar een bol die hen komt leren over de derde dimensie.

Zie het linker plaatie van de

nevenstaande afbeelding. De bol vierte
. e dat de vierkant en de driehoek hem een
E B E B cirkel mogennoemen, maar dat hifat in
werkelijkheid niet is. Hij probeert het

vierkant en de driehoek duidelijk te
maken dat hij eigenlijk uit een oneindig aantal opeengestapelde cirkels bestaat met een
variérerde diameter, waarvan zij er slechts één zien. Als de bol zich met het oppervlakte
snijdt, zal deze een vorm in het oppervlak vormen die aan het vierkant en de driehoek bekend
is als zijnde een cirkel (zie plaatje tweejoewel de bolechter geen cirkel ignaar een
ruimtelijk figuur met een bepaalde inhoud blijft, kan hij niet anders dan zichzelf voordoen in
een tweedimensionale wereld als een cjrkek hard hij het ook probeert uit te legggen

Stel je nu eens een soortgelijk concept voor van een viéngensie. Dan kunnen we een
stapje verder: stel nou, dat deze vierde dimensie zich in de derde buigt, zoals een tweede
dimensie zich inen ruimtelijke derde kan buigen (zie afbeelding op volgende pagina).
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Voor de tweedimensionale viervlakken op delenderde dimensie gebogen ruimte lijkt hun
leefomgeving nog steeds vlak; voor iemand die een derde dimensie kan waarnemen is het pas
logisch dat een lagere dimensie zich in een hogere kan buigen. Zo kan een derde dimensie
zich tevens in een vierde buigeap een bepaalde, kleine schaal kan dit bijvoorbeeld
gebeuren door middel van de eerder genoemde gravitatiewisselwerking die voor een buiging
van onze dimensie zorgt. Op een grote schaal gebeurt dit tevens door middel van iets anders,
en wel door de buigon die wordt veroorzaakt door de algehele buiging van ons heelal, ons
universum. De ruimte waarin zich deze buiging voltrekt wordt ook wel hyperbolische ruimte
genoemd. In deze hyperbolische ruimte geldt daneen andere meetkunde, die afwijkt van

onze dedaagse Euclidische, en wel hyperbolische meetkuhdéhet kort bestaat ons
universum dus uit driedimensionale hyperbolische ruimte, die gebogen is in de vierde
dimensie.

Op kleine schaal (denk aan kleine afstanden in het universum, bijvoorbeeltbdd &t de

aarde tot de zon), is deze buiging nauwel i |j
geheel de Euclidische meetkunde. Maar onze zon produceert tevens, op zeer kleine schaal,
een Ominiatuur 6 buiging viaeen zeekleineuringntae r ond
hyperbolische ruimte. Onder andere de beweging van Mercurius om de zon (immers is
Mercurius de planeet die zich het dichtst bij de zon bevindt) ondervindt een zekere buiging
door de aanwezigheid van deze hyperbolische ruimte. Daarom asstded van de baan

waarmee Mercurius zich om de zon beweegt een paar fracties nauwkeuriger te berekenen met
behulp van hyperbolische meetkundevergelijking met Euclidische meetkunde. Dus als je

ooit van plan bent naar Mercurius te vliegen om deze bgtische ruimte zelf te ervaren,

houd dan rekening met enkele van deze hyperbolische factoren (en de warmte van de zon,
natuurlijk). Aangezien we net zodn vliucht nz¢
om mee te gaan en je welkom te mogen heteateifascinerende wereld van hyperbolische
meetkunde!

l11.1.5 De pseudosfeerhyperbolische modellenen een inleiding tot de Poincaréschijf

Om de driedimensionale hyymlische ruimte goed te kunnen visualiseren, moeten we deze
ruimte eerst weten te vangdn een soort tweedimensionale weergave opdat wij er
berekeningemeekunnen uitvoereren opdathet geheekengoed voor te stellenisualisatie

van de hyperbolische ruime. iPeze tweedimensionale ruimte waarin wij hyperbolische
ruimte kunnen voorstellens voor deze meetkunde het opperviak van een pseudosfeer, net
als voorde visualisatie van elliptischgeometrieeenbepaald tweedimensionaal model van
eensfeef kan worden gebruiktHoewel het opperviakte van een wegbuigende sfeer eindig is,

is dit nid het geval voor een pseudo (=vals, onedif€er, net als dit het geval is bij
Euclidische meetkunde. Ook kunnen we verder stellen dat hyperbolische ruimte meer ruimte
inneemt dan de ruimte van een Euclidisch vlak. Hoewel beiden oneindig groot zijn, neemt
een hyperbolische ruimte toch meer ruimte in dan een Euclidisch vlak.

De tweedimensionale weergave van een deel van een oneindige pseudosfeer kan worden
gevangen in een model: een hyperbolisch model. Een van deze modellen is, zoals eerder
besproken, de dncaréschijf. Een aantal eigenschappen van een dergelijk model van een
pseudosfeer worden duidelijk gemaakt aan de hand van een afbeelding ervan met enkele
geometrische bewerkingen.

8 Sfeer:bol, vooral: hemel of wereldbd
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Zie bovenstaande afbeelding.

1 In deze afbeelding zullen we eerst eerderscheid maken tussen de horizon en de
schijf (of: disk): zoals je misschien wel kunt raden is de horizon ook werkelijk de
6hori zonbo, of t ewel grens, van de <cirkel,
met de letter D) de schijf zelf.

1 Verdergeldtdat punt A het dcentrum is, oftewel het middelpunt van de schjt;
hoewel het, net als bij een Euclidisch vlak, eigenlijk irrationeel lijkt een middelpunt te
benoemen in een oneindig groot viak.

91 De lijn door B en door C is een lijn met een oneindigtgiengte; denk er aan dat,
omdat de hyperbolische ruimte oneindig groot is, de ruimten bij de horizon tevens
naaroneindiglopen Ook de lengte tussen twpantenwordt dan dus groter naarmate
deze zich dichter bij de horizon bevindt. Een lijn die vageak over de lengte wordt
getrokken naar de horizon van de schijf heeft dan ook een leag&en oneindige
grootte.

1 Punten in een hyperbolisch model wordeputhten genoemap hun beurt worden
lijnstukken tussen twee puntedighstukken genoemd eworden deuiteinden van de
lijnstukken (de verbindingspunten van het lijnstuk) ook wel eindpunten genoemd
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Omdat zoals bleek uit het vorige item betreffende lijn BI&, horizon tot oneindig
loopt, worden de afstanden van bepaalde lijnstukkamuit het dcentrum groter
naarmate het andere punt van het lijnstigh verder verwijderd van dagentrum.Dit

kan wordenwveergegevemet dezogenaamde-tlinstukken van ecentrum A naar de
d-punten H tot en met Q. Lijnstuk AH is ontzettend groot, omdat punt H zichlaa
rand van de horizon, oftewel dicht bij het oneindige, bevindt. Lijnstuk Al is al een
stuk kleiner dan AH, omdat punt | zich een stuk verder van de horizon heeft
verwijderd (en daarmee van tateindige) dan punt H; hoewel het een beetje raar is
voor & stellen heeft-tijnstuk Al zelfsde halve lengte van lijnstuk AHDp zijn beurt

is de lengte va\J de helft van de lengte van Al. Omdat het ene eindpunt zich steeds
verder verwijderd van de horizon, wordt het lengteverschil tussen twee lijnstukken
dramatisch kleiner bij elke kortere millimeter. Echter heeft, vanwege deze eigenschap,
het dlijnstuk AK niet de helft van de lengte van Adle lengteverschillen worden per
interval kleiner naarmate deze zich dichter bij het middelpunt bevinden. Dus ig niet d
lengte van AK maar de lengte van AL de helft van de lengteAai®p zijn beurt is

AO tevens ongeveate helft van AN.en AQ vrijwel precies de helft van AP, wat de
indruk wekt dat er een steeds consistentere Euclidische meetkunde aanwezig is
rondom hemiddelpunt.

= Figuur X: deze curve
geeft de verhouding aan
tussen de afstand van
het dcentrum en de
afstand verwijderd Iengte van het d
van d-centrum lijnstuk. In  eerste
instantie is er een recht
evenredig verband, wat
de zojuist besproken
Euclidische verhou
dingen weergeeft. Deze
afbeelding is tevens een
goede verklaring voor
0 lengte van d-lijnstuk ® de naam Ohyperbo
meet kunded

Figuur 13: Rondom het centrum van de schijf lijkt
zich een steeds consistentere Euclidische
meetkunde voor te doen

Een denkertje: waarom is de baan van Mercurius, hodeme het dichtst van alle
planeten bij de miniatuuersie van déwyperbolische kracht van de zon bevindt, dan
toch nauwkeuriger te berekenen met behulp van hyperbolische geotaetije dit
niethet geval is bij het berekenen vd@ banen van de oveeglaneten?
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Antwoord:

De zon heeft, zoals overigens al eerder is vermeld, een dermate klein hyperbolisch
effect dat deze geen invloed meer heeft op de planeten die veel verder verwijderd
staan dan Mercurius (0,39 ABvan de zonen hier dus eenvoudigwelg regels van

de Euclidische meetkunde kunnen worden toegepasienk ook, dat opem komeet

die zich veeldichter bij de zon bevindien dus bij het @entrum)dan Mercuriushet
hyperbolisch effectevens een veel kleindifkendeinvioed heeft dan op Meurius,

omdat dezeeendermatekleine hyperbolische ruimte inneemt dat deze als Euclidisch

Is te beschouwen; net als in een zeer klein deel van onze ruimte, zoals de afstand van
de aarde tot de zon, de geometrische wisselwerking ook als Euclidisch is te
beschouwen.

Figuur X (niet op schaal)Stel dat f de zon
is met dcentrum A, g een komeet die om
zon draait, h Mercurius, en i de aardg
Lijnstuk AC geeft ddotale hyperbolische
ruimte weer waarop de zon effect heeft;
is het lijnstuk met de ruimteaarop het d
centrum van de zon geen effect meer hgs
en er dus geen hyperbolische ruimte mdg
aanwezig is: hier geldt Euclidischq
meetkundgzoni aarde) Bij C zal er een
soort overgangsgebied bestaan waarbij
ene meetkundiangzaam de overhand z3
krijgen ten opzichte van de andere. Verd
hebben we een lijnstuk AB; omdat de
komeet erg dicht bij de zon ligt zal hier og
vrijwel Euclidische meetkunde gelden: h
is net als een punt dicht bij hetocgntrum
op een hyperbolisch model van
pseudosfeerdie dus een erg klein deel va
de hyperbolische ruimte inneerterder bestaat er dus, net als bij C maar niet op de manier
zoals bij C gebeurt, bij B een transitiegebied tussen de twee typen meetkunde (maar
waarbinnende Euclidische meetkunde nooit hedainzal gelden) zoals die tevens dicht bij

een model van de pseudosfeer bestaat. Lijnstuk BD is het lijnstuk waarop de hyperbolische
ruimte wel een merkbaar effect heeft, met Mercurius als voorbeeld.

Nota bene: hoewel we een komeet als voorbeeld heldimuikt ter visualisatie van de
theorie, is dit natuurlijk in werkelijkheid totale nonsens. Ten eerste omdat door de hitte van
de zon de komeet al laiiguim voor het de benodigde afstand tot heedtrum heeft bereikt

T is verbrand, en ten tweede omdke hyperbolische ruimte waar een vrijwel Euclidische
meetkunde geldt veel dichter bij hecehtrum ligt dan een komeet kan rondvliegen. De
vrijwel Euclidische ruimte binnen het hyperbolisch gebied zal in werkelijkheid binnen de
korstof misschien wel emde centimeters verwijderd van de kern van de zon liggen, en dus in
geengeval een plaatkanzijn waar een komeet kan rondvliegen.

° AE: Astronomische Eenheid AE = 150 miljoen kilometer.
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1 Terug naar de eerder afgebeelde pseudosfeer. Omdat lijnstukken worden verbogen
binnen het hyperbolisch model wanneemadt naar het-gentrum worden getrokken,
zijn loodrechte lijnen ook niet werkelijk loodrecht in een dergelijk model. Zo zijn
zowel de dijnstukken GF en DE loodrechte lijnen door de oneindige lijn door BC.

1 Een cirkel wordt vanwege de verbuigingen ookeasdveergegeven: cirkel S ziet er
als een gewone Euclidische cirkel uit, totdat men tot de realisatie komt dat het
middelpunt ervan punt R is.

1 Ook de driehoek UVT verschilt erg van de bij ons bekende drieNdakneer je dan
ook een, in werkelijkheid zeegrote willekeurige driehoek zal tekenen in een
hyperbolisch model zal je dan ook tot de conclusie komen dat de hoekensom niet 180°
is, maar bijvoorbeeld (zoals in ons voorbeeld) slechts 130° Bedenk dus dat, wanneer
je ooit een ontzettende grote driehdekmatie wilt tekenen in ons heelal, deze nooit
het normale Euclidische resultaat van de hoekensom als eigenschap bij zich zal
dragen.

1 Zoals bleek uit de lijnen vanuit het-ocgntrum, gelden er hele andere
afstandsverhoudingen dan je gewend bent. Maar rigkugeldt dit ook voor
lijnstukken naar een-gunt verder weg van hetakentrum. De afstandsverschillen zijn
dan zelfs zo drastisch, dat het zelfs onmogelijk lijkt. Eat je misschiemiet zo
verbazen dat XW dubbel zo groot is als XiYaar wel wanneete lengte vaiXY net
zo groot is als die van XZ!

1 ALl en B1 zijn eindpunten vanlgnstuk A1B1i neen, het is dus geen (hoewel het in
de Euclidische meetkunde wel zo is) cirkelboog. In de Euclidische meetkunde geldt
zelfs dat, zoals eerder beschreven,aitkelboog A1B1 eemleel is van een cirkel die
orthogonaal op de horizon staBte boog wordt overigens een drager genoemd. De
punten Al1lB1, die op de horizon staan, worden om die eigenschap ook wel
oneigenlijke punten genoemd.

Het hyperbolische model digs besproken staat bekend als de Poincaré sdbgh
driedimensionale weergawoor lengteafstanden idit model is hieronder afgebeeldiet
ontoevallig is de driedimensionale weergave van een pseudosfeer ook een hyperbool die
ruimtelijk om de xas is gdraaid(zie ook: afbeelding )

Figuur 14: de driedimenginale visualisatie voor lengteafstanderesgn pseudosfeede top
is het dcentrum.Nota bene: de uiteinden van het hyperbolische e g e llopend e | 6
natuurlijk uit tot in het oneindige.

43



[11.1. 6 De Euclidische vorm van hyperbolische ruimte

Aangezien ons heelal oneindig groot is eangeen algemee aantoonbare vorm is aan te
geven voor de buiging die erdoor wordt veroorzaklt er toch een soort modelorden
gemaakt die kan worden weergegevem iEuclidische meetkunde edie deze vorm
desondankgo goed mogelijk weergeeft.

Immers heeft d eerder besproken schijf van Poincaré, waarbij er een (zoals de naam al doet
vermoeden) schijfje uit de pseudosfeer is gengmie werkelijk de vorm van eemozijn

as gedraaide hyperbool zoals op de vorige figuur is afgebeeld die enkel diende ter visualisatie
van afstanden binnen een dergelijk model. In werkelijkheid heeft de schijf van Palecaré
vorm van een zadel, daarom wordt (bij gebruik varder anderale Poincaréschijf) de
hyperbolische meetkunde ook wehdelmeetkundgenoemd.Een dergelijk zadelmodel is
onderstaand afgebeeld; de negatieve kromming is overigens kenmerkend voor de
hyperbolische meetkunde, dat het onder andere mogelijk maakt meeedaliellpn te
vormen aan een andere lijn (zie lll.1.1: hyperbolisch postulkat). overzicht van de drie
krommingen die in onze meetkunde bekend zijn en tot nu toe zijn besproken worden tevens
onderstaand afgebeeldfiguur 16.

Figuur 15: een schijf uit de pseudosfeer, de zgn. Poineatéjfkan worden gevisuaeerd
met een zadelvormig figuur. De uiteinden horen tot in het uiteinde door te lopen.

geen kromming positieve kromming negatieve kromming

Figuur 16: De krommingen van de drie soorten meetkunde op eeasyectievelijKv. I. n.
r.) horen de krommingen bij Euclidische meetkunde, elliptisatetkunde en hyperbolische
meetkunde.

[11.1.7 De kunst van Maurits Cornelis Escher (1898 1972)

Zoals wel duidelijk mogen zijn, kunnen zich op de schijf van Poincaré enkele zeer
interessante vormen voordoen. Sterker nog, kunst op een hyperbolisch model heeft zich
ontwikkeld tot een heuse wijze van kunst.

M.C. Escher, wie in zijn indrukwekkende kunst ée# stond om zijn spel met de twen
driedimensionale wereld en om zijn vlakken met tot in het oneindig herhaalde figuren, heeft
tevens enkele boeiende werken gemaakt waarbij gebruik is gemaakt van een hyperbolisch
model. Zijn wiskundige kunstcreatiegrebefaamd over de hele wereld, en zijn zeker waard
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te bekijken. Een dergelijlnteressankunstwerk waarbij Escher gebruik heeft gemaakt van
een hyperbolisch model & de volgende pagina afgebeelerigens bestaan er meerdere
van zulke soortgelijke kistwerken, die allemaal gemakkelijk op het internet of in musea
kunnen worden gevonden.

Figuur 17: Eschers Cirkellimiet Il
[11.1.8 Het hyperbolische postulaat uitgewerkt
Herinner je nog Euclidesdé definitie van para

AParallel zijn lijnen die in hetzelfde vlak gelegen zijn en die, wanneer naar weerszijden tot in
het oneindige verlengd, elkaar aan geen van beide zijden sidijden.

En zoals in de eerste paragraaf besproken, het hyperbolische model?

AEr zijn meeridiemeneaamweée¢milgiejh | door een p
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